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1. கலப்பு எண்கள் 


1.1 . கலப்பு எண் என்றால் என்ன ? 


கா 


என்ற 
போதாது 


என்ற 


என 


மூலங்கள் – 1 + v - 3 


என 


x + x + 1 = 0 

சமன்பாட்டின் தீர்வைக் 
மெய்யெண்கள் 

என்பது தெளிவு . ஏனெனில் 
b + Vbs - 4ac 

சூத்திரத்தின் உதவியால் , இதன் 
2a 

-1 - V - 3 
அல்லது 

அறிவோம் . 
2 
i = 6-1 எனக்கொண்டு , இவற்றை - 1 = iV3 

எழுதுவது 

2 
வழக்கம் . இவை கலப்பெண்களின் உதாரணங்களாகும் . 
பொதுவாக , x , y என்பன மெய்யெண்களாக இருந்தால் x + iy = z 
என்பது ஒரு கலப்பெண் ஆகும் . இதில் x- ஐ மெய்ப்பகுதி என்றும் 
y- ஐக் கற்பனைப் பகுதி என்றும் சொல்வோம் . ( ஆனால் , x- ம் 
y- ம் மெய்யெண்கள் வான்பதை நோக்குக . ) இவற்றை xa R ( 1 ) , 
y = I ( 3 ) எனக் குறிப்பிடுவது வழக்கம் . 


குறிப்பு : ( i ) y = 0 ஆனால் 2 ஒரு மெய்யெண் ஆகும் . 

( ii ) x = 0 ஆனால் 2 ஒரு கற்பனையெண் ஆகும் . 
( iii ) x = 0 , y = 0 ஆனால் 7 பூச்சியத்தைக் குறிக்கும் . 


12. ஆர்கன் படத்தில் கலப்பெண்ணைக் குறித்தல் 


தளம் 


என்றும் 


வழக்கம்போல் 0 என்ற ஆதியையும் , Ox , 0y என்ற 
செங்குத்து அச்சுகளையும் எடுத்துக் கொள்வோம் . இப்பொழுது 
* - அச்சை மெய்யச்சு என்றும் , y- அச்சைக் கற்பனை அச்சு என்றும் 
சொல்வோம் . xOy தளத்தை ஆர்கன் 
அழைப்போம் . இதில் உள்ள P ( x , y ) என்ற புள்ளியானது x + iy 
என்ற 

கலப்பெண்ணைக் குறிக்கும் . கொடுக்கப்பட்ட 
கலப்பெண்ணை ஆர்கன் தளத்தில் உள்ள ஒரே ஒரு புள்ளிதான் 
குறிக்கும் என்பதும் , அதுபோல் ஆர்கன் தளத்தில் உள்ள ஒரு 
குறிப்பிட்ட புள்ளிக்கிசைய ஒரே ஒரு கலப்பெண் தான் இருக்க 
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முடியும் என்பதும் நோக்கற்பாலது . அதாவது , கலப்பெண்களின் 
கணமும் , ஆர்கன் தளத்தில் உள்ள புள்ளிகளின் கணமும் 
ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்த இயைபு உள்ளன . 


* 


P ( T , Y ) 


--- 


8 


P ( x , y ) 


F ( x ,-4) 


ஆர்கன் தளம் 


படம் -1. 


13. கலப்பெண்ணின் மட்டும் , வீச்சமும் 

z = x + iy என்ற கலப்பெண்ணின் மட்டு அல்லது எண்ணளவு 
தனை Vx + y என வரையறுக்கிறோம் . இதை ( z | எனக் 
குறிப்பிடுவோம் . எனவே , 

| x + iy | = vx + y ஆகும் . 
ஒரு கலப்பெண்ணின் மட்டு பூச்சியமானால் , x = 0 ஆகவும் , 
y = 0 ஆகவும் இருக்க வேண்டும் . அதாவது , அந்த எண் பூச்சிய 
மாக இருக்கவேண்டும் . 

ஆர்கன் தளத்தில் , OP = r = Vx + y என்பது z- ன் மட்டு 
வைக் குறிக்கும் . 


X 


sin 9 


V 


y 
x * + y * 


COS 

x * + y * 
என்ற இரு சமன்பாடுகளுக்கும் இசைய உள்ள கோணம் 8 ஐ உன் 
வீச்சம் என வரையறை செய்வோம் , இது -T- க்கும் , + T- க்கும் 
இடையிலிருந்தால் , இதனை வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு என்று 
சொல்வோம் . n என்பது ஒரு முழு மெய்யெண் ஆனால் , 6 + 2nm 
என்பது வீச்சத்தின் பொது மதிப்பு ஆகும் . 

ஆர்கன் படத்தில் x = r cos 8. y = r sins என்பது தெளிவு . 
எனவே , ஒரு கலப்பெண்ணை அதன் மட்டு , வீச்சம் என்பவைகள் 
சார்பாக 
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t = r ( cos e + i sin 8 ) 
என எழுதலாம் . 

குறிப்பு : z = x + iy என்ற கலப்பெண்ணை OP என்ற வெக்டர் 
( vector ) ஆகவும் கருதலாம் . 0 என்பது ஆதி . P ஐ முடிவு 
புள்ளியாகக் கொண்ட வெக்டர் நிலை ( Position vector ) தான் OP . 


1.4 . சமமான கலப்பெண்கள் 


கலப்பெண்களின் மெய்ப்பகுதிகளும் , கற்பனைப் 
பகுதிகளும் தனித்தனியே சமமானால் அவ்விரு கலப்பெண்களும் 
சமமாகும் . அதாவது , x + iy = x + iy ஆக இருப்பதற்கு 
வேண்டிய போதுமான நிபந்தனைகள் x = x ஆகவும் , y = y 
ஆகவும் இருக்கவேண்டும் என்பதாகும் . 

இச் சந்தர்ப்பத்தில் , இரு கலப்பெண்களில் எது பெரியது ? 
எது சிறியது ? என வரையறை செய்ய 

இயலாது 

என 
குறிப்பிடுவது தகும் . 


1 5 . கலப்பெண்களைக் கொண்டு அடிப்படைச் செயல்கள் 


1. கலப்பெண்களைக் கூட்டல் , 


( x + iy :) + ( x , + iya ) = ( x + x , ) + i lyr + y , ) 
என வரையறை செய்வோம் . 


* 


Reitza 


Qz2 


PZI 


> 20 


Rz - 22 


a_22 


படம் -2 . 


ஆர்கன் படத்தில் 0 , P , Q என்பவை முறையே ஆதியாகவும் , 
x + iy !, x + iy , என்ற புள்ளிகளாகவும் இருக்கட்டும் . OPRO 
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ஓர் இணைகரமாக இருக்கும்படி R என்ற புள்ளியை எடுத்துக் 
கொள் . R என்பது 

( x + xg ) + i ( y : + y ) என்ற புள்ளியைக் 
குறிக்கும் என எளிதாக நிரூபிக்கலாம் . இந்த நிரூபணம் உங்கள் 
பயிற்சிக்கென விடப்பட்டுள்ளது . 

z = x + iy GT GOT கலப்பெண்ணின் நேர்மாறான கூட்டுறுப்பு 
z = x - iy ஆகும் . ஏனெனில் , z + z = 0 . OP என்னும் நேர் 
கோட்டில் , P என்னும் புள்ளியை PO = 0P என்பதற்கிணங்க 
எடுத்தால் P ஆனது P யின் நேர் மாறான கூட்டுறுப்பு ஆகும் . 
( படம் 1 ஐப் பார்க்கவும் ) 


இனி, Z லிருந்து 2 , ஐக் கழிப்பதை , Z , உடன் ( - z ) ஐக் கூட்டுவ 
தாகக் கருதலாம் . ஃ 71 - 22 = ( x - x , ) + i ( y - y , ) . படம் 2 - ல் 
ஆனது -ன் நேர்மாறான கூட்டுறுப்பாகும் . OPR Q ஓர் 
இணைகரமாதலின் 

R ஆனது 

z4 - 2 , ஐக் குறிக்கும் . இதன் 
நிரூபணமும் உங்கள் பயிற்சிக்கென விடப்பட்டுள்ளது . 


( j ) | z + z , 5 | z | + | z , || 

( ii) | z + z , ! + | z | - z , | ? = 2 { | z | | + | z ] ? } என 
வரைபடம் மூலம் விளக்குக . 

படம் 2 ஐப் பார்க்கவும் . 
( i ) ORS OP + PR 

$ 0P + 0Q . OPRQ ஒரு இணைகரம் . 

... [ z + Z , | 5 || + | 22 | 
( ii ) A ROR என்ற முக்கோணத்தில் அப்பொலோனியஸ் 
தேற்றத்தின்படி 
OR + OR" = 2 ( 0P + PR2 } 

2 

2 ( 0P + 003 ) 
ஃ | Z + z , | + | 7 - 2 , | = 2 { | z | + | z , 12 } 


II . கலப்பெண்களைப் பெருக்கல் . 


yays ) + i ( xyz + x , yi ) என 


( x + iy : ) X { x + iy :) = ( x , x , 
வரையறை செய்வோம் . 


இதிலிருந்து வகுத்தலை எவ்வாறு வரையறை செய்வது என்று 
காண்போம் , 
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x , + iy : 
x ; + jy , 


x + iy ஆனால் 


x1 + iy , = { x + iy ) ( x , + iy :) 

= xxz - yyz + i { xyz + x_y ) 
ஃ x = xx2 -yy 2 

y = xyz + x , y ( 1-4 - ல் உள்ள சமத்துவ விதிப்படி ) 


2 


XX2 + y , v2 x2y1 - X | y , 

; y = 
x2 + y . 

x , " + y , " 
x / + iy : X1x , + y ) 2 X2y | - XY , | 

+ 1 
x2 + iy , x2 + y , 

x , + yz 


2 


| + i ) 
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இதில் | z , / + 0 ஆக இருக்க வேண்டும் . ஏன் ? இதில் 7 

1 x - iy 
எனவும் , 2 , = x + iy எனவும் கொண்டால் 

என்பதை 

x + } 
நோக்குக . மேலும் , k ஒரு மெய்யெண் ஆனால் , k ( x - iy ) = kx + iky 
ஆகும் . 

குறிப்பு : வகுத்தலைக் காணப் பின்வரும் வேறு முறையும் 
நோக்கற்பாலது . 
x ; + iy : 

x + iy எனக் கொள்க . 
x2 + iy2 
இதன் பகுதியையும் , தொகுதியையும் x , - iye ஆல் பெருக்குக . 

( x + iy :) ( x , - iy :) 

) 
x + iy 

( x , + iy2 ) ( x , - iy , ) 
( xx , + y ; y2 ) + i ( x2y : - xys ) 

x , + y . 


- 


எனவே , 


x 


X | X2 + yty , 

x , + y2 
xg ) .- xy, 
x2 + y . 


y 


1-6 . டீமாவரின் தேற்றம் 

21 = r , ( cos 8 , + isin e ) ; 2 , = 12 ( cos 8 , + i sin 8 , ) என 
இருக்கட்டும் . அப்படியானால் , 

Z1Z2 = [ ir , ( cos 0 , + i sin d . ) ( cos 8 , + i sin e , ) 
212 , = r1r , [ cos ( 01 +0 , ) + i sin ( 0 , + 8 , ) ] ... ( 1 ) 
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இதிலிருந்து இரு கலப்பெண்களின் பெருக்கலின் மட்டு , அக்கலப் 
பெண்களின் மட்டுகளின் பெருக்குத் தொகைக்குச் சமம் என்றும் ; 
பெருக்கற் பலனின் வீச்சமானது அக்கலப்பெண்களின் வீச்சநி 
களின் கூடுதலுக்குச் சமம் என்றும் அறிகிறோம் . அதாவது , 

( i ) | z | z , | = 1z | | z , 

(ii ) வீச்சம் ( Z z ) = வீச்சம் ( 2 ) + வீச்சம் ( z . ) 
1 ஒரு முழுஎண் எனில் , ( cos 8 , + i sia 8. ) , ( cos 8 , + isin 8 , ) .. 

( cos en + i sin 6 ) 
= cos ( 8 , + 8 , + ... + 8x ) + i sin ( 8 , + 02 + ... + 8n ) ஆகும் . 
இதில் 8 = 8 , = 8 , = ... = 8. ஆனால் 
( cos G + isin 8 ) r = cos ne + i sin ns . 

டீமாவரின் தேற்றமாகும் . இது n ஆனது பின்னமாக 
இருப்பினும் குறையெண்ணாக இருப்பினும் உண்மையாகும் 
நிரூபிக்கவும் . 

21 ft | 
இதே விதமாக , 

[ cos ( 81 - 8 , ) + isin ( 6 ; - 6 ) ] 

Z2 
என நிரூபிக்கலாம் . எனவே , 

71 

| 24 | 
7 , 

| z , || 


என்பது 


என 


(ii) | | 

|AT - 1 , 
( iv ) வீச்சம் ( த ) 


= வீச்சம் 2 , - வீச்சம் 2 , 


1.7 . வரைபடம் மூலம் பெருக்கற்பலன் காணல் 

OP = r ஆகவும் / P10x = 0 . 
y 

ஆகவும் இருக்கும்படி 0P , 

வரை . இதே விதமாக , 0P , = r ,, 
P3 ( h3,93 ) 

P.Ox = 0 , ஆக இருக்கும்படி OP , 
வரை . A என்னும் புள்ளியை 
மெய்யச்சில் OA = 1 ஆக இருக் 

கும்படி எடுத்துக் கொள் . 
P2 ( n2,82 ) 


+ 


A 


. 


P. ( ht : , G ) - 


தே 


TG 

IA 


> X 


OP.P , என்ற முக்கோணத்தை 
OPA என்ற முக்கோணத்திற்கு 
நேரிடையாக வடிவொத்ததாக 
( directly similar ) இருக்கும்படி 
வரை .. 


O 


படம் -5 . 


கலப்பு எண்கள் 


OPS 


.. 


OP , 
OA 


OP , 


.. OP : = 


OP..OP , 

0A 


1 


1 


மேலும் ZP , 0x = ZP : 0P , + ZP , 0x 


ZP , Ox + / P , 0x 


= 8. + 8 ,. 
ஃ . P. ஆனது 2,22 ஐக் குறிக்கும் . 


பயிற்சி : வகுத்தலை விளக்கும் வரைபடம் வரைக . 

( குறிப்பு : 2 / z , ஐக் கண்டுபிடிக்க OP , A ஐ OP.P , - க்கு நேரிடை 
யாக வடிவொத்ததாக வரை . படம் 3 ஐப் பார் ) 


1-8 . துணைக் கலப்பெண் 


z = x + iy என்ற கலப்பெண்ணினுடைய , துணைக்கலப்பெண் 
z = x - iy என வரையறை செய்வோம் . இதிலிருந்து , 

( 3 ) = x - i ( - y ) = x + iy = z 
என்பதும் , துணை " என்ற பெயர்க் காரணமும் விளங்குகின்றன . 
மேலும் , ( படம் 1 ஐப்பார் ) 2 ஆனது மெய்யச்சில் உன் பிம்பம் 
என்பதைக் கவனி . 


( i ) Zi + z ) 


z + 29 


( ii ) 2 - 2 , = 2 , -1 , 


( iii ) 7,7 , = z | - 3 , 


( iv ) 


21 
2 , 


( v ) 


z + z = 2 R ( z ) = 2x 


( vi) " - 21 ( z ) = 2y 


( vii ) zz = | 2 | = x + y 
என்பவைகளை எளிதாக நிரூபிக்கலாம் . 

தேற்றம் 1 ; இரு கலப்பெண்களின் கூடுதலின் 
அவற்றின் மட்டுகளின் கூடு தலைவிடப் பெரிதல்ல. 

அதாவது , ( 21 + 2 , | * [ z / + [ z , I 


மட்டு , 


8 . 
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நிரூபணம் : 


9 . 


- 


| z | +2 , | ( z + zs ) ( z 1 + z ) ( v ) 

= ( z + z , ) ( Z1 +2 , ) ... ( i ) 
= z |z1 + z /z27 2,31 + z23 , 
S / z , +2 | zz , + / z , 

< ( z + | z , 1 ) 
| z + 2 , | S | z + | z , 

தேற்றம் 2 : இரு கலப்பெண்களின் வித்தியாசத்தின் ( அல்லது 
கூடுதலின் ) மட்டு அவற்றின் மட்டுகளின் வித்தியாசத்தை விடச் 
சிறிதல்ல . அதாவது , 


| z #z, I < / | | 


| z - | z ) | 


2 || 


3 


|| 
A 


நிருபணம் : 
| z | + z , | 1 = ( z , + z , ) ( z , +2 , ) 

| z | | + (zzz + z ; z ! ) + | z2 | 
> | z , ! 1-2 | z ; z , | + | z , | 

= ( | z | - | z , 1 ) 
* \ z + zz | > | \ z ; ! - | z , ) 

தேற்றம் 3 : | z / + z , | + { z | - z : | = 2 { | z + 11+ i z , ! } } 
இடப்பக்கம் = { z | + z , ) ( z , + z2 ) + z | " z , ) ( 2 , - z , ) 

= 2 ( z } z ; + z2z , ) = 2 { [ z | ! + ! z 2 | } 


. 


கிளைத்தேற்றம் 

| a + Va - 31 | + | a - Va - 3 | = | a + B | + Ta - BI 
தேற்றம் 3 - ல் இருந்து , 

| z | | 4 | z , | = } { | z , + z , | + | zy - Z , | } ( 1 ) 
இதில் 24 = a + Va - B ; zz = a - Va - எனப் பிரதியிடு . 

1+ - 3 + -Ma - B 
= } { | a • + | 2 Va - B | * } 
= 2 { a + a - 8 } 

( 2 ) 
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மேலும் , ( 11 - | z ) = | z | + | z , | +2 EZ 

2 { + | a - B | } +2 zz , | ...(2)-ல் இருந்து 
= | | 
2 { a + a - B1 } +2 BI 





= 2 { la + Bl } + 2a - BI 


| a + B + a - B | +2 | a + BT | a - B 

( 1 ) -ல் இருந்து 
{ la + BI + | a- B | } 
. | z | + | z , | = | a - B | + | a -- B | 


1-9 . மற்றோர் வரையறை 


என்றும் 


இனி , z என்ற கலப்பெண் ஆனது ( x , y ) என்ற வரிசைப்பட்ட 
( ordered ) மெய்யான இணை எண்கள் 

வரையறை 
செய்யலாம் . இதற்கேற்ப முன் கூறியவற்றை எளிதாக மாற்றி 
எழுதலாம் . உதாரணமாக , சமத்துவ விதியை 


( xy , yx ) = ( x2 , y , ) ஆக இருப்பதற்கு வேண்டிய போது 
மான நிபந்தனைகள் x = xg ; y : = y : ஆகும் என எழுதலாம் . 


மேலும் , கூட்டலையும் , பெருக்கலையும் 


( i ) ( x1 , yi ) + ( x ,, ya ) = ( x + x2 , y: + y , ) என்றும் 


( ii ) ( x1 , y ] X ( x2 , y,) = ( x x , -y1 ya , # 1 yz + x , yi ) 
என்றும் வரையறை செய்யலாம் . 

இம்முறையில் ( 0. 1 ) ஆனது என்பதைக் குறிக்கும் . 


: i9 = { 0 , 1 ] X ( 0 , 1 ) 


( 00-1.1,0.1 + 1-0 ) 


= ( -1 , 0 ) 


ஆகவே , 1 என்பதை - 1 - ன் வர்க்க மூலமாகக் கொள்ளலாம் என 
அறிகிறோம் . 

1-10 . A என்பது a என்ற புள்ளியாகவும் , B என்பது 5 ஆகவும் , 
P என்பது 2 ஆகவும் இருந்தால் 
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வீச்சம் - - Z APB என நிரூபி . 


AP என்பது z - a ஐயும் 


e 


PP 


BP என்பது z - b ஐயும் 
குறிக்கும் என்பது தெளிவு . 

... AP- க்கும் , BP- க்கும் இடையே உள்ள 
கோணம் 9 ஆனால் , 


B 


வீச்சம் AP 


வீச்சம் BP = 0 


படம்-4 


AP 
ஃ . வீச்சம் 


= 0 = வீச்சம் 

z - b 


. 


BP 


கிளைத் தேற்றம் : AP I BP ஆனால் 


வீச்சம் 


Ela 


z - B 


+ in / 2 


-d 


| 


e 


1 


z - b 


z - 6 


z - b 


- 


ஒரு பூரண கற்பனையெண்ணாகும் . 


z -6 


1.11 . A ( z ) ; B ( Za ) வழியே செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . AB யின் மையப்புள்ளி எது ? 

P ( 3 ) என்பது AB என்ற கோட்டில் இருக்கட்டும் . அப்படி 
யானால் , 


--- 


7- 21 


m 


ஃ 


72-7 


mz , + nz 

m + n 


ஃ . AB- ன் மையப்புள்ளி = ( +2 , ) / 2 . 


கலப்பு எண்கள் 
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வேறு முறை 1 . 


z - 71 
வீச்சம் 

= 0 அல்லது T 
z - Z2 


z - 
z - 22 


என்பது மெய்யெண் 


( 1 ) 


z - 4 


z - Z 
z - z , 


(18 - ல் ( ii ) , ( iv ) ஐப்பார் ) 
z- 2 , 


2 மெய்யானால் , z = z 
ஃ . zz - ZI , - Z z + z + z , = zz - ZZ - Z z + Z , 31 
ஃ z ( z , - z2) - z ( z - z , ) + z , 2 , - z1z , = 0 


வேறு முறை 2 : ( 1 ) -ல் உள்ள மெய்யெண் m ஆனால் 


Z - 71 
z - 72 


= m 


ஃ z - z , = mz -mz2 
i.e. z { 1 - m ) = z , - mzg 


. 


21 - mz , 


7 = 


என்பது வேண்டிய நேர்கோட்டின் 


1 - m 


சமன்பாடாகும் . 


1.12 . ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டை ந + b + c = 0 என 
எழுதலாம் என நிரூபி . இதில் என்பது மெய்யெண்ணாகும் . 


Ax + By + C = 0 ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கும் என்பது 
தெரிந்ததே . இதில் A , B , C ஆகியவை மெய்யெண்கள் , 


ஃ 2Ax + 2By + 2C = 0 

( 
. A [ z + z ) + 

i 


ஃ- 2(4+ Y ) +2( 4-1) + 2C - 0 


i.c. 2 ( A - iB ) + z ( A + iB ) + 2C = 0 
.. 5z + bx + c = 0 


இதில் b = A - F : c = 2 C = மெய்யென் , 


| 
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1.13 . 29 ஆனது 5z + bz + c = 0 என்ற கோட்டில் உன் பிம்பம் 
ஆனால் நீ z + 62 , + c = 0 என நிரூபி . 


நிரூபணம் : 


( 
1 
) 


( 2 ) 


Z. 22 என்ற புள்ளிகளின் மையக்குத்துக் கோடு 

bz + bz + c = 0 
ஆக இருக்க வேண்டும் . 

.. | z - Z | | z - Z ) | 
என்பதும் , ( 1 )- ம் ஒரே நேர்க்கோடாகும் . 

* . | z - z , ! = | z - 22 | * 
ஃ ( z - Z 1 ) < z - z ) = ( z - z , ) ( Z - 22 ) 
ஃ . zz -zz - z z + z z , = zz - zz , - z z + z , z , 

* z zz - Z ) + z ( zz z } + z ; z | - z , z , = 0 
இதை ( 1 ) உடன் ஒப்பிட்டுப் பார்க்கவும் . 

2 , -- 22-7 | | z | - | z , 12 
5 

b 
இப்பொழுது , 5z + bz , + 
z , - 3 , 

| z | | - | z , ! 2 
z1 + 

2 
A 

A 
1 

Z zz - 
A 


.. 


( 3 ) 


11 


A 


= 


{52 - z / z + zzz , - z ; ze + | z | | - \ z , | } 
10- 


-0 = 0 


1.14 . வட்டத்தின் சமன்பாடு : 

zz + bz + 5z + c = ) 
ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


அதன் 


a என்பது வட்ட மையமாகவும் , என்பது 
ஆரமாகவும் இருக்கட்டும் . அப்படியானால் , 


| z -a | * = r ; ஃ . ( 2 -- a ) { z - a ) = r ? 
ஃ ( z - a ) ( z - & ) = r ? 
i.e. zz - az - az + da - r " = 0 
i.c. zz + bz + bz + c = 0 


( 1 ) 


கலப்பு எண்கள் 
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குறிப்பு : ( i ) இதில் c = aa - / = மெய்யெண்ணாகும் . 

( ii ) இவ் வட்ட மையம் - ம் என்றும் , ஆரமானது Vaa - 
= Vb - C என்றும் கவனி . 
வேறுமுறை : a , g , 1. c மெய்யெண்களானால் 

a ( x + y ) + 2gx + 2fy + c = 0 
ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் என அறிவோம் . 


+ c = ) 


.. azz + 3 ( z + z ) + f (3 ) 

- (s -4 ): • (&+1}z+ c=0 


i.e 


azz - 


i.c. azz + g - if z + ( g- if ) z + c = 0 
i.e. azz + bz + 5z + c = 0 


இதன் மையம் -b / a ; ஆரம் = Vb5 - ac / a 
a = 0 ஆனால் இது எதைக் குறிக்கும் ? 


சமன் 


1.15 . 21 , 2 ,, z , வழியே செல்லும் வட்டத்தின் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி ?. 


P ( z ) என்ற புள்ளி A , ( z ) , A , ( z2 ) , A , ( zs ) என்ற புள்ளிகள் 
வழியே செல்லும் வட்டத்தில் இருக்கட்டும் அப்படியானால் 
A A : A ,, A , PA , என்ற கோணங்கள் சமமாக இருக்க வேண்டும் , 
அல்லது , 1 அளவில் வேறுபட வேண்டும் . எனவே , 


வீச்சம் ( - + + :-) 


0 அல்லது 


z -72 


. 


zs - 21 
Z9 - 72 


ஒரு மெய்யெண் 


Z - 71 


Z - Z2 


28-7 ) 
78 - 2 , 


zs -- 21 
zs - 3 , 


i- E2 
z - 1 


z - 71 


என்பது வட்டத்தின் சமன்பாடாகும் . 


குறிப்பு : Z1 , 2 , , 28 , 2 , ஒரு வட்டத்தில் அமைந்தால் 
( zs - 1 . . ( z4 - Z2 ) 

ஒரு மெய்யெண்ணாகும் 
( 23 - 22 ) ( z4 - 2 ) 
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1.16 . ஒரு வட்டத்தின் நேர்மாறான ( inverse ) புள்ளிகள் 


0 ஐ மையமாகவும் , ( ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட வட்டத்தை 
எடுத்துக்கொள் . A , B என்னும் 

A , B என்னும் புள்ளிகள் O AB ஒரு நேர் 
கோடாக இருக்கும்படியும் , 0A - OB = r என்றும் இருந்தால் A , B ஐ 
இவ்வட்டத்தைப் பொறுத்து 

புள்ளிகள் 
சொல்வோம் . ( A யும் . நீயும் 0 வின் ஒரே 

ஒரே பக்கத்திலிருக்க 
வேண்டும் என்பது தெளிவு . ) 


நேர்மாறான 


என்று 


A , B , 0 என்பவை முறையே a , b , z என்ற புள்ளிகளானால் 
| a - z | | b - z | = r * 

( i ) 
வீச்சம் ( a - z ) = வீச்சம் ( b - z ) 

( ii ) 
= -வீச்சம் ( b - z ) 


ஃ 


வீச்சம் ( a - z ) + வீச்சம் ( b - z ) = 0 


வீச்சம் ( a - z ) ( 5 -z ) = 0 


* . ( a - z ) ( 5 - 1 ) ஒரு மெய் மிகையெண் 


... ( i ) - ல் இருந்து ( a - z ) ( 5 - z ) = 12 எனலாம் . 


கிளைத் தேற்றம் : z = 0 , / = 1 ஆனால் , அதாவது 

1 
| z | = 1 என்ற வட்டத்தில் a , . ஆகியவை நேர்மாறான புள்ளி 
களாக இருக்கும் . ad = 1 . 

| z | = 1 என்ற வட்டத்தில் z = 0 வும் z = ஐயும் நேர்மாறான 
புள்ளிகளாகும் . பொதுவாக , | z - a | = r என்ற வட்டத்தில் 
a வும் ஐயும் நேர்மாறான புள்ளிகளாகும் . 


| 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


மாதிரி 1 : a , b , c ; a , b , c என்பவற்றை உச்சிகளாகக் 
கொண்ட இரு முக்கோணங்கள் நேராக வடிவொத்தவையாக 
இருந்தால் 


aa 1 
b b 1 


= 0 என நிரூபி 


c c 1 
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நிரூபணம் : A , B , C , A , B . C என்பவை a , b , c , a , b , c 
என்ற புள்ளிகளாக இருக்கட்டும் . 


AB 


A B 


1/19 


= 


AC 


A C 


b - a 


b - a 
c - a 


( 
2 
) 


a a 1 
b b 1 
c c 1 


0 


b - a 
வேறுமுறை : 


AB 
AC 


-A l 


b - a 
c _a 


A B 
A C 


ஆனால் A = A ; AB | AC = A B / A C 


b -- a 


b - a 
c - a 


( மற்றவை முன் போல் ) 


மாதிரி 2 : a , b , c ஐ உச்சிப்புள்ளிகளாகக் கொண்ட 
முக்கோணத்தின் ( i ) மையக் கோட்டுச் சந்தி , ( ii ) சுற்று வட்ட 
மையம் , ( iii) செங்கோட்டு மையம் ஆகியவற்றைக் கண்டுபிடி . 


( 31 + 3 + 3 , 7:++ ;) 


( i ) A , B , C 

என்பவை a , b , c என்ற புள்ளிகளாக 
இருக்கட்டும் . a = x + iy ; b = x + iy ,; c = xs + iye ஆக இருந்தால் , 
மையக்கோட்டுச் சந்தியான G 

x + x , + x , 
3 

3 
என அறிவோம் . இந்த இணை எண்ணைத்தான் ( a + b + c ) / 3 
குறிப்பிடும் . 

* . G = ( a + b + c ) / 3 
( ii ) S ( z ) என்பது 

இதன் சுற்று வட்ட 
இருக்கட்டும் . அப்படியானால் ,, 

| z - a ) = | z - b | = | z - c | 
. ( z - a ) ( z - a ) = ( z - b ) ( z - 5 ) 
1 , e . 3 {(z - a ) - ( z - b )} = 1 ( z - a) - - ( z - b 


மையமாக 
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c - b 


-- 


1.e. z ( b - a ) = z { a - 5 ) - ( aa- b5 ) 
இதே விதமாக , z ( c - b ) = z } 5 - t ) - ( tb - cc ) 

( 2 ) 
5 - a z ( a - b ) - ( at - 15 ) 
ஃ . 

zb--- bb - cd ) 
ie . z ( b - a ) -C) -- ( b - a ) ( bb - cc ) 

z ( c - b ) ( d - 5 ) (c-- b ) ( aa - b5 ) 
i.e. z | b - a ) - ) + ( b - C ) ( 1 - 5 ) ] 

( b - a ) ( 5 - ( C ) + ( b - C ) ( aa - b5 ) 
i.e. z La ( b - C ) = 2 a d ( b - c ) 

L ad ( b - c ) 
Ta ( b - c ) 

என்பது சுற்றுவட்ட மையம் . 
(iii ) 0 ( z ) என்பது செங்கோட்டு மையமாக இருக்கட்டும் 

* A01 BC 


ஃ . 


z - a ன் வீச்சம் = +1/2 

* 


b -- c 


z - a 


... R 


( 


3 ) 


0 


b - c 


2 - l 

- + 


5 - c 


5 


{ b -- C ) 
b - c . 


z - b 


இதேவிதமாக = = 5 


( C - a ) 


( 2 ) 


- ( 5-6 ; = 5- - ( 3 - a ) 
ஃ . 1-5 = 2= 45 - d)-- 

= ( s - a ) 


i.e. ( 3-5 ) ( b - c ) ( c --a ) 
= ( z - a ) (5- ) ( c - a ) - (Z - b ) ( a - a ) ( b - c ) 


Laa b-- t ) + zcd ( b -- c ) 

2 ( as - ab ) 
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புள்ளிகளாகக் கொண்ட 


மாதிரி 3 : Z1 , 22 , 2 , ஐ உச்சிப் 
முக்கோணத்தின் பரப்பு 

12:12 ( zz - zg ) 

4iz | 


2 { 15: 

1-3 } 


என நிரூபி . 


= 


1 


z , = x + iyr r = 1,2,3 எனக் கொள்க . இம்முக்கோணத்தின் 
பரப்பு 
x1 y : 1 

xi iy : 1 

1 
x , y , 1 

x : fy , 1 

2i 
x : y : 1 

xs iys 1 
x x + y , 1 

31 2 / 1 
11 

12 x2 + iy : 1 
21 

2j 
X , Xg + iy , 1 

xy zy 1 
Ex ( z , - Z3 ) 
2i 
1 

2 ( 21 + z ) ( z2 - Z3 ) 
41 
1 

Lz , ( ze - zg ) , . Y Z1 ( z , -zg ) = 0 
4i 


X2 2,1 


Σ 


Z - Z , ( z , - 23 ) 


Z1 | 2 ( z2 - 7 ) 

4iz . 


அரங்கங்களைக் 


மாதிரி 4 : ஆர்கன் தளத்தில் பின்வரும் 
கண்டுபிடி : 

( i ) | z - i | = 5 

ii ) | z - i | = | z + 1 | 
( iii ) | z - 3 + [ z + 3 = 10 


* 


T 


4 


( iv ) வீச்சம் 

z + 1 


-- 
( v ) | - 

+2 


( vi ) [ z3 - z | < / 
( vii ) T / 45 வீச்சம் 7 531/4 
2 
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உடைய 


16 


என்ற 


16 


( I ) இது ! ஐ மையமாகவும் , 5 ஐ ஆரமாகவும் 
வட்டம் . 

( ii) இது ( 0 , 1 ) , ( -1 , 0 ) என்ற புள்ளிகளின் நடுக்குத்துக் 
கோடாகும் . ஏனெனில் 2 க்கும் நீக்கும் உள்ள தூரம் = z க்கும் 
( -1 ) க்கும் உள்ள தூரம் . 

( iii) இது S ( 3,0 ) , S ( - 3 , 0 ) ஐக் குவியப் புள்ளிகளாக உடைய 
நீள்வட்டமாகும் . ஏனெனில் SP + SP = 10 , * பேரச்சின் நீளம் 
10 ஆகும் . - 
வேறுமுறை 
V ( x - 3,3 + y3 + V ( x + 3 ] 3 + y3 = 10 

* ya 
இதைச் சுருக்கினால் + 

நீள் வட்டம் 
23 
கிடைக்கும் . 

z - 1 x + iy - 1 
(iv ) 
Z + 1 x + iy + I 

( x - 1 + iy ) ( x + 1- iy ) 

( x + 1 ) + ya 
x2 - 1 + y + 2iy 

( x + 1 ) 3 + ye 
ஃ வீச்சம் (z - 1)/( z + 1 ) = tan 

-1 

2y / { x + y2-1 ) 
: tan - 1 2y ] ( x2 + y3 - 1 ) = 1 / 4 
2y 

= ( 

tan ( 1/4) = 1 
x2 + y3-1 

ஃ 2y = x2 + ye - 1 
அல்லது x + y3-2y - 1 = 0 என்ற வட்டமாகும் . 


2 . 


|| 


( v ) 

> 2 
z + I 
ஃ | z - 1 | 22 4 | z + 1 | 2 
.. ( z - 1 ) ( 2-1 ) 2 4 ( z + 1 ) ( z + 1 ) 
ஃ zi - z- z + 1 2 4 zi + 4z + 4z + 4 
..023zz + 5z + Sz + 3 

. 0 2 3 ( x2 + ya ) + 5.2x + 3 
இது 3 ( x2 + y ) + 10x + 3 = 0 என்ற வட்டத்தின் உட்புறத்தைக் 
குறிக்கும் . 
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கலப்பு எண்கள் 
( vi ) | z - z | < 1 

| - 1 


ஃ | ra ( cos 20+ i sis 28 ) - 1 ( cos 0 + i sin a | < l 
ஃ (12 cos 20 - r cos 8 ) 3 + (ra sin 20 - r sin 8,3 < l 

14 2r ( cos 20 cos 0 + sin 20 sin a ) + 13 < 1 
. r4 -- 2 / * cos 0 + 13 - 1 < 0 
ஆகவே இது r4 - 2r cos 8 + r3 - 1 = 0 என்ற வளைகோட்டின் 
உட்புறத்தைக் குறிக்கும் . 

( vii) இது 0 = 1 / 4 , 0 = 31 / 4 என்ற கோடுகளுக்கிடையே 
உள்ள பகுதி என்பது தெளிவு . 
மாதிரி 5 : Z1 , 2 , z ,, 24 என்ற புள்ளிகள் 

2,22 + zyZ = 0 ; 
z1 + 2 , = 0 என்பதற்கிணங்க இருந்தால் இவை ஒரு வட்டத்தில் 
அமையும் என நிரூபி . 

1.15 ல் உள்ளபடி 


( zs - z1 ) ( z4 - ZY ) 

ஒரு மெய்யெண் என நிரூபித்தால் போது 
( zs - 29 ) ( z , -2 ) 
மானது . இப்பொழுது , 


( 2s - Z ) ( zy - Z2 ) 
( zs - za ) ( z ;-) 


zgz / + z1z2 - Z1Z , - Z2Z8 
zsz / + Z122 - Z224- Z123 


Z | z4 + Z2Z3 
za + ziza 


2122 + zg24 = 0 


Z124 - Z , 2s 

Z2 = -Z1 
- Zqzy + zszs 
- 1 என்பது மெய்யெண்ணாகும் . 


. 


Z1 , 22 , 23 , 24 ஒரு வட்டத்தில் இருக்கும் . 


மாதிரி 6. ( i) 21. 22 , 2. ஐ உச்சிகளாகக் 

கொண்ட 
முக்கோணம் சமபக்க ஆனால் Zz = Zz , Z , என நிரூபி . 


இச்சமபக்க -ல் AB = BC = CA = a 

ஆக இருக்கட்டும் . 
( a என்பது மெய்யெண் ) . AB ஆனது - அச்சுடன் உண்டாக்கும் 
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கோணம் 6 ஆனால் , AC ஆனது X- அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணம் 
+1/3 ஆகும் . 

10 + 1 / 3 ) 

in/ 3 
z8-21 
Z3 -7 

18 
a e 


a e 


1 


= 


e . 


i / 3 

zs - 7 
இதே விதமாக , 
29 - 2 , 

Z2-71 
ஃ ( z ; -z , ) ( z , -z , ) = (2 : 

( z , -zj ( z . - z , ) 
இதைச் சுருக்க , Zz ! = Zz1z , ஆகும் . 
( ii ) ( Z - 2 , ) ( z - Z , ) = ( z , -28 ) ( z , - Zs ) 

= (zs - 21 ) ( zg - z ) 
ஆனால் , 11. z ,, zg ; z , z , z ; என்பவற்றை உச்கிகளாகக் 
கொண்ட கள் சமபக்க முக்கோணங்கள் என நிரூபி . 

கொடுக்கப்பட்டதிலிருந்துது 


1 


- 2 , 
2 - 28 


7 , -73 
21 - z , 


21-23 
21 - 2 


( பகுதிகளையும் , விகுதிகளையும் கூட்ட ) 


அதாவது 


21-7 , 
z , - 23 


71 - 73 
2 - 28 


- 


( 1 ) 


....( 2 ) 


ஆனால் ( ze - zs ) ( z , - z : ) ( zy - 21 ) ( z , - z1 ) 
( 1 ) X ( 2 ) ( z1 - z , ) ( z , -zs ) = ( z1 - Z9 ) 

அதாவது 271 = 2112 ,. ஃ ( i ) ல் இருந்து 1 , 2 , 7 , ஒரு 
சமபக்க முக்கோணம் . இதே விதமாக , Z1 z , 23 உம் ஒரு சமபக்க 
முக்கோணம் . 
பயிற்சி 1 
1. பின்வருவனவற்றை வரை கணித முறைப்படி நிறுவுக : 

( i ) ( 1 + i ) + ( l - i ) = 2 
( if ) ( 1 + 1 ) - ( 1 - i ) = 21 
(iii) ( 1 + i ) ( 1 - i ) = 2 
( iv ) ( 1 + i ) | ( 1 - i ) = 1 


1. 
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வீச்சத்தையும் 


2. பின்வருவனவற்றின் மட்டுவையும் , 
கண்டுபிடி 
2 + 31 

1 
( i ) 

[ விடை / 13 / 2 , T - tan 
1 -i 

5 . 


( 2 - i ) ( 1 + i ) 
( !) 

( 1 - i ) 


12 


விடை ! 


V3 . tan 


3. 5-12 - ன் வர்க்கமூலம் + ( 3-2i ) எனக் காண்பி . 
2 

( 2 + 111 ) 
4 . 

ன் துணைக் கலப்பெண் 
(1-21 ) 

25 
கான்பி . 


க் 


5 . 


1 

ன் துணைக் கலப்பெண் 
1 + cos 0+ ising 
sin a + i ( 1 - cos 8 ) 

எனக் காண்பி . 
sin o 


F. 


3 

ன் மட்டு , வீச்சம் , துணைக்கலப் 
2+ cos + isine 


3 

sin 8 
பெண் ஆகியவை 

. tan 

. 
5+ 4 cos 8 
+ 

2 + cos 8 
3 [ 2+ cos 9 + i sin a ] 

என நிரூபி . 
5+ 4 cos 8 

i0 
7. 7 என்பது ஒரு கலப்பெண் . z e என்ன என்பதை வரை 
படம் மூலம் விளக்குக . 


8. z = 1 ஆனால் 2 -ன் எல்லா மதிப்புகளையும் கண்டுபிடித்து 
ஆர்கன் படத்தில் காண்பி . 


2 - ன் 


9 . | 2 || | z , 1 ஆகவும் , 

விச்சம் + 7. - ன் 
வீச்சம் = 0 ஆகவும் இருந்தால் 11 , 2 , என்பன - துணைக்கலப் 
பெண்கள் என நிரூபி . 


10. a , B என்பன இரு நிலைக் ( மாறிலா ) கலப்பெண்கள் . 
1 ஒரு மெய்யான மாறியானால் z = +1 ( B - a ) என்பதன் நியம 
பாதை ஒரு நேர்கோடு என நிறுவுக . 

| z 
11 . 

= 1 எனில் 2 - ன் நியமபாதை ஆதியின் மூலம் 

z - i 
செல்லும் ஒரு நேர்கோடு என நிறுவுக . 
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12. பின்வரும் சமன்பாடுகள் எவற்றைக் குறிக்கின்றன ? 

( i ) [ z + 2 + 3 = 4 
( ii ) 2 | z -2 | | z - 2 | 
( iii ) | z + 4 / + | z - 4 ) 
( iv ) | z + 3 | - | z - 3 ) 

2z + i 
( v ) 

ன் வீச்சம் = T / 6 
z -1 


12 


( 2 ) 

) 


1 . 


( vi ) 


z + 2i 
2z + 1 


ன் வீச்சம் - 


1/3 


விடை : ( i ) வட்டம் . மையம் ( -2 - 3i ) . ஆரம் 4 . 


( ii ) வட்டம் . மையம் 


2 
3 


+ ) 
) . 

ஆரம் 412 


( iil ) நீள் வட்டம் . 

வட்டம் . குவியங்கள் ( 4 , 0 ) , ( -4 , 0 ) . 
பேரச்சு 12 . 

( iv ) அதிபரவளைவு . குவியங்கள் ( 3 , 0 ) ( -3 , 0 ) . 
பேரச்சு 5 . 

( v ) 2 ( x + y ) - 3V3x - y - 1 = 0 
( vi ) V3 ( x + 2y + x + 4y ) = 4x + y + 2 

z - 1 
13 . ன் வீச்சம் 1/3 ஆனால் x + y - 

2y 

- 1 0 | 
என நிறுவுக . 


z + 1 


V3 


z - i 
14 . 

> 2 என்பது 3 ( x2 + y ) + 10y + 3 = 0 

z + i 
என்ற வட்டத்தின் உட்புறத்தையும் , வரம்பையும் குறிப்பிடும் 
எனக் காண்பி . 


| 


15. ( z - 1 | < | என்பது r = 2 cos 2 8 என்ற 

என்ற வளை 
வரையின் உட்புறத்தைக் குறிக்கும் என நிரூபி . 

16. [ zh - z | < | என்பது 74 - 2r3 cos 8 + r -1 = 0 
என்ற வளை வரையின் உட்புறத்தைக் குறிக்கும் என நிரூபி , 


17 . z - 1 

மாறிலி ; 
z +1 

Z + 1 
என்பன செங்குத்தாக வெட்டும் இரு வட்டங்களைக் குறிக்கின்றன 
என நிரூபி . 


கலப்பு எண்கள் 
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1 


18. a , b என்பன கொடுக்கப்பட்ட இரு கலப்பென்கள் . 

bz , ஒரு சதுரமாக இருக்கும்படி 7 2 , ஐக் கண்டு பிடி . 
[ விடை . [ ( a + b ) = (a - b ) i ] 


az1 


19. ( z + 1) + z = 0 என்பதன் மூலங்கள் எல்லாம் கற்பனை 
அச்சுக்கு இணையான கோட்டில் அமையும் என நிரூபி . 

( விடை x = - 1 . 
20. 2 , 2 , 28 என்ற இருசமபக்க -ல் 2 , என்னும் புள்ளியில் 
நேர்கோணம் இருந்தால் 

zy + 2z , + zs = 22 , ( z / + zg ) என நிரூபி . 


21 . | 21 | = | z , | = | zs | = 1 
Z1 + z , +2 = 0 ஆகவும் இருந்தால் 
முக்கோணம் என நிரூபி . 


ஆகவும் , 
21 22 23 ஒரு சமபக்க 


22. A = 71 22 23 என்ற முக்கோணத்தின் பரப்பானால் 


-71 


= 1 z , - 281 


73 
Z3 - Z 


2 


4 Σ 


1 
4il 


( z : -23 ) | 24 | 


என நிரூபி . 


Z1 


23. z1 , 2 , 

என்னும் புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டை 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 


2zz- ( z , + z , ) z- { zr + z , ) z + (212 , + z ; z , ) = 0 , 


நிரூபி . 


24. ( என்பது ஒரு மெய் மாறியானால் 


( i ) z = a cos t + b sint என்பது ஒரு நீள் வட்டம் என்றும் 

b 
( ii ) z = at + என்பது ஒரு அதிபர வளைவு என்றும் நிரூபி . 


1 


25. 1 என்பது ஒரு மெய்மாறி . ad - bc # 0 
என்பது மெய்யெண் ( கற்பனை எண் ) ஆனால் 


வ 


a + bt 
2 = 


என்பது ஒரு நேர்கோட்டை ( வட்டத்தை ) க் 


C + dt 


குறிக்கும் என நிரூபி . 


தி 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


26. z + az + s = 0 என்பதன் மூலகங்கள் இருதுணைக் கலப் 
பெண்கள் ஆனால் a , B மெய்யெண்கள் எனவும் , a < 43 எனவும் 
நிறுவுக . 

27. AA.. A என்ற புள்ளிகளைக் குறிக்கும் 24 , 2 , 7 , 
என்பவை x + 3ax + 3bx + c = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங் 
களானால் / AA, A : - ன் மையக்கோட்டுச் சந்தி- a என நிரூபி . 
AA , A , ஒரு சமபக்க 4 ஆயின் a = b என நிரூபி . 

28. 21,2 , என்பன az + 2Bz + Y = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்களானால் 

| 
| z1 | + | 24 | - { T - B + ay | + | -8- / aY } 

a | 
என நிறுவுக . 


29. ABC என்ற -ன் பக்கங்களில் BCY , CAY , ABZ என்ற 
வடிவொத்த -கள் வரையப்பட்டுள்ளன . ABC , XYZ என்ற 
முக்கோணங்களின் மையக்கோட்டுச் சந்திகள் ஒன்றுபடுகின்றன 
என நிரூபி . 


30. A , B , C , D என்பவை ஒரே தளத்திலுள்ள 4 புள்ளி 
களானால் 

AD . BCS BD.CA + CD . AB என நிரூபி . 


| 


31. R ( a ) = மிகையெண் ஆனால் 

a 
என்பது கற்பனை அச்சுக்கு வலப்புறமுள்ள பகுதியைக் குறிக்கும் 
என நிரூபி . 


32. P என்பது மெய்யெண் . A என்பது z = P. B என்பது 
z = 2lP . P = ( a + ib ) என்னும் புள்ளி AB- யில் நகர்கிறது . 

p 
. 

என்பது ஒரு வட்டத்தில் செல்லும் என 
நிரூபி . 

( குறிப்பு ! C என்பது z = - ஆனால் , OAP , 090 என்ற 
A- கள் வடிவொத்தவை . 


a + ib 


33. கலப்பெண்களின் கணம் ஒரு களம் என நிரூபி . 


21 , 2 ,, 28 என்பவை S என்ற கலப்பெண்களின் கணத்தின் 
உறுப்புகளானால் 


கலப்பு எண்கள் 
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பரிமாற்று 


( i ) 74 + z , S S | Z , Z , C S. 

ஃ S ஒரு அடைத்த கணம் 

(ii ) z1 + z , = z , + 21 ; z1z , = z2z4 • 
கூட்டல் , பெருக்கல் ஆகியவற்றின் 

விதிகள் 
பொருந்தும் . 
( iii ) z + z , + zs ) = ( z , + z , } + z , 

Z1 ( zzzs ) = [ z | zq | zs 
கூட்டல் , பெருக்கல் ஆகியவற்றின் தொடர்பு விதிகள் 
பொருந்தும் . 

( iv ) 21 ( z , + zs ) = z1z , + z ; zg 
பங்கீட்டு விதியை நிரூபித்துக் காட்டுவோம் . 

21 ( z , + zg ) = ( x ++ y ) [ [ x ,, y , ) + ( xs , ys ) ] 
= ( xi . yx ) [ x2 + x3 , y2 + ya ] 
= [ x ] ( x2 + xs ) - y : ( y , + ys ) , x , ( y s + ys ) + y : ( x , + xs ) ] 
= [ x ] x , -y1 ya + x1 xg - y : ys , x : y + x , y : + x : ys + xgy . ] 
= [ [ x1x , -yiya , xyz + xzy 1 ) + ( x1x3 - y1ys , xly : + xgyx ] ] 
= z , 2 , + z | zg 

( v ) z | + 0 = 0 + z ; = z1 
இதில் 0 என்பது ( 0 , 0 ) அல்லது 0 + 10 என்பதை நினைவிற் கொள்க . 
0 என்பது கூட்டலின் மாற்றா உறுப்பு (identity element ) ஆகும் . 

( vi ) 1.z1 = zy.1 = z1 
இதில் 1 என்பது ( 1 , 0 ) அல்லது 1 + i0 ஆகும் . 1 என்பது 
பெருக்கலின் மாற்றா உறுப்பாகும் . 

( vii ) z என்ற ஏதேனும் ஒரு கலப்பெண்ணை எடுத்துக் 
கொண்டால் z + z = z + z = 0 என இருக்கும்படி z என்ற 
கலப்பெண்ணைக் கண்டுபிடிக்க இயலும் . 2 = - z 

என்பது 
தெளிவு . 2 ஐ z- ன் கூட்டலில் நேர்மாறான உறுப்பு ( additive 
fnverte ) என்று சொல்லுகிறோம் . 

( viii ) 7 என்பது ( பூச்சியமல்லாத ) ஏதேனும் 
கலப்பெண்ணாக இருந்தால் , 

zz = z z = 1 என இருக்கும்படி 2 என்ற கலப்பெண்ணைக் 
கண்டுபிடிக்க இயலும் . 2 = 1 என்பது 

என்பது தெளிவு . z ஐ z- ன் 
( பெருக்கலில் ) நேர்மாறான உறுப்பு ( multiplicative inverse ) என்று 
சொல்லுகிறோம் . 

இவைகளிலிருந்து S ஒரு களம் எனத் தெரிகிறது . 


Z 


2. பகு முறைச் சார்புகள் 


2.1 . சில வரையறைகள் 

கலப்பெண்களிலும் ஒரே மதிப்புடைய எண்களை மாறிலி 
என்றும் , வெவ்வேறு மதிப்புகள் பெறுவனவற்றை 

பெறுவனவற்றை மாறிகள் 
என்றும் சொல்வது பொருந்தும் . 


1. சுற்றுப்புறம் ! ஆர்கன் தளத்தில் S என்ற கணத்தில் . ஒரு 
புள்ளியானால் | z - z . | < s ( 8 ஏதாவது ஒரு சிறிய மிகை 
மெய்யெண் ) என்பதற்கிணங்க இருக்கும் புள்ளிகளின் கணத்தை 
2.ன் சுற்றுப்புறம் என்போம் . இச்சுற்றுப் புறத்தின் ஆரம் : 
ஆகும் . 


அதாவது , Niz ) = { z : | z - z . < E } 


இச்சுற்றுப் புறத்தில் 2 , ஐ மட்டும் விட்டு விட்டால் , இக் 
கணத்தை தான் தன்னை விடுத்த சுற்றுப்புறம் என்போம் . 

deleted N ( z ) = { z : z - z . | < } - { z } 
இனி , முடிவிலிப்புள்ளியின் சுற்றுப் புறத்தை , K என்பது ஒரு 
மிகையெண் ஆனால் , | z | > K 

| z | > K என்பதற்கிணங்க இருக்கும் 
புள்ளிகளின் கணம் எனலாம் . 

N ( D ) = { z : | z ] > K } ... K > 0 . 
2. எல்லைப்புள்ளி : S என்ற கணத்தில் , 2 , என்னும் புள்ளியின் 
ஒவ்வொரு சுற்றுப் புறமும் 2 , ஐத்தவிர S என்னும் கணத்தைச் 
சேர்ந்த வேறு சில புள்ளிகளைக் கொண்டிருந்தால் 2 , ஐ ஒரு எல்லைப் 
புள்ளி என வரையறை செய்வோம் . இதிலிருந்து ஒவ்வொரு 2 , ன் 
சுற்றுப் புறத்திலும் S ஐச் சேர்ந்த எண்ணற்ற புள்ளிகள் உண்டு 
என்பது தெளிவு . 

z , ஒரு எல்லைப் புள்ளி ++ € z 3 zE N { z } - { z } ... V N ( z , ) . 

எடுத்துக் காட்டாக , 1z = C என்னும் வட்டத்தில் உள்ள 
ஒவ்வொரு புள்ளியும் S = { z : | z ] < c } என்ற கணத்தின் எல்லைப் 
புள்ளியாகும் . இந்த எல்லைப் புள்ளிகள் S என்ற கணத்தைச் 


27 


பகு முறைச் சார்புகள் 


சேர்ந்தவை அல்ல . மேலும் , | z ] < c என்றவாறு உள்ள 
ஒவ்வொரு புள்ளியும் ஒரு எல்லைப் புள்ளியாகும் . மற்றோர் 

2 + ni 
எடுத்துக் காட்டாக ,, : n 

+2 
எடுத்துக் கொண்டால் என்பது இதன் எல்லைப்புள்ளி ஆகும் . 
இது நாம் எடுத்துக் கொண்ட கணத்தைச் சேர்ந்ததல்ல . 


m= 1, 2,3,.....என்ற கணத்தை 


3. உட்புற , வெளிப்புற , வரம்புப்புள்ளிகள் : S என்ற கணத்தில் 
உள்ள 2. என்ற புள்ளியின் ஏதேனும் ஒரு சுற்றுப்புறத்தின் 
எல்லாப் புள்ளிகளும் பில் அமைந்தால் 2. ஒரு உட்புறப் புள்ளி ஆகும் . 
ஒவ்வொரு உட்புறப் புள்ளியும் எல்லைப் புள்ளியாக இருக்க 
வேண்டும் என்பதை நோக்குக . ஆனால் எல்லா எல்லைப் புள்ளி 
களும் உட்புறப் புள்ளிகளாக இருக்க வேண்டியதில்லை . ஏன் ? 


. 


2.ன் ஒவ்வொரு சுற்றுப்புறத்திலும் பில் இல்லாத புள்ளிகளும் , 
S ல் உள்ள புள்ளிகளும் இருந்தால் 2.ஐ வரம்புப் புள்ளி ( boundary 
point ) என்று சொல்வோம் . எனவே , S ல் இல்லாத எல்லா 
எல்லைப் புள்ளிகளும் வரம்புப் புள்ளிகளாக இருக்க வேண்டும் 
என்பது தெளிவு . ( ஏன் ? ) எடுத்துக் காட்டாக , 7 = 0 உம் 
| z | = r என்ற 

வட்டத்தில் உள்ள எல்லாப்புள்ளிகளும் 
S = { z : 0 < | z | < r } என்ற கணத்தின் வரம்புப் புள்ளிகளாகும் . 


கடைசியாக , உட்புறப்புள்ளியாகவோ , வரம்புப் புள்ளி 
யாகவோ இல்லாத புள்ளிகள் வெளிப்புறப்புள்ளிகள் ஆகும் . 


முக்கிய குறிப்பு : limit point ஐ எல்லைப் 

புள்ளி எனவும் ; 
boundary point ஐ வரம்புப் புள்ளி எனவும் நாம் மொழிபெயர்த் 
திருக்கிறோம் . சிலர் limit point ஐயே வரம்புப் புள்ளி என மொழி 
பெயர்க்கலாம் . இக் குழப்பத்தை தவிர்க்கவும் . 


4. திறந்த , வரம்புள்ள , தொடுத்த கணங்கள் ! உட்புறப் புள்ளி 
களை மட்டுமே கொண்டுள்ள கணம் திறந்தகணம் ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டாக , { z : | z | < 5 } ஒரு திறந்த கணம் . 


ஒரு கணத்தின் எல்லா எல்லைப் புள்ளிகளும் அதிலேயே 
இருந்தால் , நாம் அதனை அடைத்த கணம் என்போம் . எடுத்துக் 
காட்டாக , { z : | z | 55 } ஒரு அடைத்த கணம் 


வரம்புள்ள கணம் : யில் உள்ள 2 என்ற எந்தப் புள்ளியை 
எடுத்துக் கொண்டாலும் | z | < k என்பதற்கிணங்க k என்ற 


28 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


மிகையெண் இருந்தால் S ஒரு வரம்புள்ள கணமாகும் . இல்லா 
விடில் S ஐ வரம்பில்லாகணம் என்று சொல்வோம் . 


தொடுத்த கணம் : ஒரு கணத்திலுள்ள ஏதேனும் இரு 
புள்ளிகளை , எண்ணளவில் அடங்கக்கூடிய ( finite number ) 
நேர்கோடுகளாலான சங்கிலித் தொடரால் இணைக்கக் கூடியதா 
யிருந்தால் அதைத் தொடுத்த கணம் என்று சொல்வோம் . 
எடுத்துக் காட்டாக , S = { z : | z | < / } என்பது ஒரு தொடுத்த 
கணம் . ஆனால் , S = { z : | z | < | அல்லது | z | > 2 } என்பது 
தொடுத்த கணம் அல்ல . 


5. திறந்த அரங்கம் ! ஒரு திறந்த தொடுத்த கணத்தைத் 
திறந்த அரங்கம் என வரையறை செய்வோம் . ஒரு திறந்த 
அரங்கத்தின் வரம்புப்புள்ளிகளையும் அதனுடன் சேர்த்துக் 
கொண்டால் , அது ஒரு அடைத்த அரங்கம் ஆகும் . 
2.2 . ஜார்டன் வில் 

asts b ஆக இருக்கும் போது , x = ¢ (t ) ; y = V ( t ) என்பன 
மெய்யான தொடர்புடைச் சார்புகளாக இருக்கட்டும் . அப்படி 
யானால் , ( x , y ) என்ற புள்ளிகளின் கணம் ஒரு தொடர்ச்சியான 
வில்லாக இருக்கும் . இவ்வரையறை மூலம் ( a , b ) என்ற இடை 
வெளியில் 1 யின் மதிப்பு மாறுவதற்கு ஏற்றவாறு , ( x , y ) என்ற 
புள்ளியின் இருப்பிடம் வில்லில் மாறும் என்பது தெளிவு . t யின் 
இரு வேறு மதிப்புகளுக்கு ( x , y ) என்ற ஒரே புள்ளி இசையாதிருந் 
தால் இதனை ஜார்டன் வில் என்போம் . 


மேலும் , * ( a ) = ; ( b ) ஆகவும் , 1 ( a ) = V ( b ) ஆகவும் 
இருந்தால் , நாம் இதை எளிய அடைத்த வளைவரை அல்லது ஜார்டன் 
வளைவரை என்று சொல்வோம் , எடுத்துக்காட்டாக x = cost , 
y = sin t ... 05 ts 2 T ஒரு 

ஜார்டன் 

வளைவரை ஆகும் . 
ஆனால் x = 1 , y = 2t ... 0 5 ts 2 என்பது ஒரு ஜார்டன் வில் 
ஆகும் . 

ஜார்டன் வளைவரை தேற்றம் : “ ஒரு எளிய அடைக்கப்பட்ட 
ஜார்டன் வளைவரையானது ஆர்கன் தளத்தை இரு திறந்த 
அரங்கங்களாகப் பிரித்து , இவ்விரு அரங்கங்களுக்கும் பொதுவான 
வரம்பாக இருக்கும் . " இவ் வரங்கங்களில் வரம்புடைய 
( bounded ) அரங்கத்தை உட்புற அரங்கம் என்றும் , அடுத்ததை 
வெளிப்புற அரங்கம் என்றும் சொல்வோம் . உதாரணமாக . 
| z | = 1 என்ற ஜார்டன் வளைவரை [ z | < / என்ற உட்புற 
வரங்கத்தையும் ( z | > r என்ற வெளிப்புற அரங்கத்தையும் 


பகு முறைச் சார்புகள் 


P 


உண்டாக்குகிறது . ( z | = 1 இவற்றிற்குப் பொதுவான வரம்பு 
என்பது தெளிவு . 


2.3 . சார்பலனின் எல்லை ! 


எவ்வளவு சிறிய மிகை எண் * கொடுக்கப்பட்டாலும் 
0 < | z - a | < 8 ஆக இருக்கும்போது if ( z) -1 | < s ஆக 
இருக்கும்படி ஒரு ஐக் 

கண்டுபிடிக்க 

முடியுமானால் 
எல்லை / ( z ) = 1 என வரையறை செய்வோம் . 


O 


8 


E 


u 


c 


படம் -5 . 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள க்கு ஏற்றவாறு . ஐ 8 = 2 ( s ) 
எனக் கண்டு பிடித்தால் போதுமானது . ( s ) ஒரு குறிப்பிட்ட 

- 
ஆனால் , அது | z - al ( s ) ஆகவும் இருக்கும் . ஃ (S ) க்குப் 
பதிலாக ( S ) / 2 ஐயும் எடுத்துக் கொள்ளலாம் அல்லவா ? 

வரைபட விளக்கம் : | z - a | < 3 ஆனால் , அதாவது 2 ஆனது 
முதல் வட்டத்தினுள் எங்கேயிருந்தாலும் f ( z ) = w ஆனது 
[ w - 1 | = 3 என்ற 

= 3 என்ற 2 வது வட்டத்தின் உட்புறம் இருக்க 
வேண்டும் . இதனால் 2 ஆனது முதல் வட்டத்தில் வெவ்வேறு 
இடங்களில் இருக்க , W ஆனது 2 வது வட்டத்தின் வெவ்வேறு 
இடங்களை ஆக்கிரமிக்கும் என்று பொருள் கொள்ளுதல் தவறு . 
எடுத்துக்காட்டாக , f ( z ) ஆனது 1 என்ற மாறிலியானால் உன் 
எல்லா மதிப்புகளுக்கும் f ( z ) ஆனது 2 வது வட்டத்தின் மையப் 
புள்ளியிலேயே இருக்கும் . ஆனால் 7 ஆனது முதல் வட்டத்தின் 
எல்லாப் பகுதிகளிலும் இருந்தாலும் ( w- / < s என்ற சமனிலி 
பொருந்துவதாக இருக்க வேண்டும் . மேலும் , 2 ஆனது a ஐ ஒரு 
குறிப்பிட்ட திசையில் தான் அணுக வேண்டும் என்ற கட்டுப்பாடு 
கிடையாது . 
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எல்லை 
2.4 தேற்றம் : f ( z ) இருந்தால் , ஒரே ஒரு எல்லை தான் 

2-+ a 
உண்டு . 

எல்லை 
கூடுமானால் , f ( z ) = 1 ஆகவும் 


எல்லை 
z- + a 

f ( z ) = m ஆகவும் இருக்கட்டும் . 
1 = m என நிரூபிப்போம் . 


கொள்கைப்படி , கொடுக்கப்பட்ட -க்கு ஏற்ப . ஐ 
0 < [ z - a | < 8 ஆனால் , If (z ) - 1 < s / 2 .... ( 1 ) 

0 < | z - a- < 8 ஆனால் , If ( z ) -m | < s / 2 ... ( 2 ) 
எனக் கண்டுபிடிக்க முடியும் . 


ஃ [ 1- m | 11 - f ( z ) + f ( z ) -m 

< 11 - f ( z ) | + I [ f ( z ) -m ) 
< s / 2 + s / 2 < s . 

.. 1 = m . 
பின்வரும் தேற்றங்களை , மெய்மாறிகளின் பகு இயல் முறைப் 
படி எளிதாக நிரூபிக்கலாம் . 


எல்லை 

எல்லை 
f ( z ) = 1 ஆகவும் , 
z- + a 


g ( 2 ) 


= m ஆகவும் இருந்தால் , 


Z- + d 


எல்லை 


( i ) 


z + a { f ( z ) = g ( z ) } = 1 + m 


எல்லை 
( ii ) f ( z ) g ( 2 ) Im 
z + a 

எல்லை 
( iii ) m # 0 ஆனால் 


1 


| 


z- + a 


s ( z ) 


எல்லை f ( z ) 


1 


( iv ) m40 ஆனால் 


z- + a 


3 ( z ) 


ஓர் எடுத்துக் காட்டு 


எல்லை z 
z- + 0 

இல்லை என நிரூபி . 


Z 


Z ஆனது மெய்யச்சு வழியே ஆதியை அணுகுகிறது எனக் 
கொள்க . அப்படியானால் y = 0 ... .z = x . மேலும் z = x . 


பகு முறைச் சார்புகள் 
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ஃ . எல்லை , எல்லை x 
z + 0 x + 0 
Z 

* 


= 1 


--- 


............ ( 1 ) 


இனி , 2 ஆனது கற்பனை அச்சு வழியே ஆதியை அணுகுகிறது 
எனக் கொள்க , அப்படியானால் x = 0 
sz = iy . மேலும் z = - iy . 

- . 


எல்லை த 


எல்லை - iy 

iy 


- 1 

1 ........... ( 2 ) 


z + 0 


N 


y + ) 


( 1 ) ம் ( 2 ) ம் மாறுபட்டவை ஆதலின் எல்லை இருக்க முடியா 
தென்பது தெளிவாகிறது . 


z- + a 


எல்லை 
2.5 தொடர்ச்சி : f ( x ) = f ( a ) ஆனால் f ( z ) என்ற சார்பு 
z = a என்னும் புள்ளியில் தொடர்புடைச் சார்பு என்று சொல் 
வோம் . D என்ற அரங்கில் உள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் f (z ) 
தொடர்ச்சி உள்ளதாக இருந்தால் f (z ) ஐ D என்ற அரங்கத்தில் 
தொடர்புடைச் சார்பு எனலாம் . 


Z 


எல்லை 
இவ்வரையறையிலிருந்து (1 ) z + a f ( z ) = 1 என்ற எல்லை 
இருக்க வேண்டும் . பக்கம் 30 ல் உள்ள எடுத்துக் காட்டில் 
எல்லை , 
z - 0 

இல்லை எனப் பார்த்தோம் . ஃ z = 0 v z / z தொடர் 
புடைச் சார்பு அல்ல என முடிவு செய்யலாம் . 

( ii ) f ( a ) வரையறுக்கப்பட்டு இருக்க வேண்டும் . 
1 

என்ற சார்பு 1. - 2 என்ற புள்ளிகளில் வரை 
( z - i ) ( z + 2 ) 
யறுக்கப்படவில்லை . எனவே , இப்புள்ளிகளில் இச்சார்பு 
தொடர்ச்சியாக இராது . 


( iii ) I = f ( a ) ஆக இருக்க வேண்டும் . 


z , z # 3 
f ( z ) = 

என்ற சார்பை எடுத்துக்கொள் . z = 3 ல் 

0 , z = 3 
1 = 9 ஆகும் . ஆனால் f ( 3 ) = 0. z = 3 ல் இச்சார்பு தொடர்ச்சி 
யாக இராது . 

2.6 தேற்றம் 1. ஒரு தொடர்புடைச் சார்பின் மெய்ப் 
பகுதியும் , கற்பனைப் பகுதியும் தொடர்புடைச் சார்புகளாகும் . 
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w = u + iv என்ற சார்பு z = 21 ல் தொடர்ச்சியாக இருக்கட்டும் . 
அப்படியானால் , 


0 < | z - z | < 8 ஆனால் , ( w - W | < s 


: 


... / u + iy - ( u + ivi ) ( s 


.. | u - u + i( y - y ) | < s 


( u - u ) + ( v - y < s 
ஃ | u - u1 | < s , மேலும் 17 - y1 | < s 

பயும் , " யும் தொடர்புடைச் சார்புகள் ஆகும் . 


பயிற்சி . இதன் மறுதலையை நிரூபி . 

தேற்றம் 2 : z = a என்ற புள்ளியில் f (z ) ஆனது 1 என்ற 
மதிப்பைப்பெற்று தொடர்புடைச் சார்பாக இருக்கட்டும் . g ( 3 ) 
ஆனது z = 1 ல் தொடர்புடைச் சார்பாக இருந்தால் g { f } z } 
ஆனது z = a ல் தொடர்புடைச் சார்பாகும் . 


கொள்கைப்படி , z - a / ஆனால் | f ( z) - 1 | ( 5 ஆகும் . 
மேலும் , | t - 1 | < 5 ஆனால் | g {t ) - g ( l) | < 1 ஆகும் . 


இப்போது , 1 = f ( z ) என இடு . 


ஃ | z - a | < a ஆனால் | 8{ f ( 2) } - g { f ( a ) } | < n 


ஃ g{ f ( z ) } ஆனது z = a ல் தொடர்ச்சியாக இருக்கும் . 
பின் வரும் தேற்றங்களை எளிதாக நிரூபிக்கலாம் . 


1. fi(z ) , f2(z ), ... fr ( z ) என்பவை தொடர்ச்கியுள்ள சார்பு 
களாயின் 


fi ( z ) + f {z } + ... + fr( z ) என்பதும் 
fi ( z ) . f . ( z ) ... fn( z ) என்பதும் 


தொடர்ச்சியுள்ள சார்புகளாக இருக்கும் . 
முடிவுள்ள முழு மிகை எண் . 


இதில் 1 என்பது 


2. f ( z ) யும் , g ( z ) யும் தொடர்புடைச் சார்புகளானால் 
f ( z ) / g( z ) யும் தொடர்புடைச் சார்பாகும் . இதற்கு விதிவிலக் 
கான புள்ளிகள் : ( z ) ஐ பூச்சியமாக்குபவை . 


பகு முறைச் சார்புகள் 
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2.7 ஒரு சீரான தொடர்ச்சி 

D என்ற அடைத்த அரங்கத்தை எடுத்துக் கொள் . இதில் 
உள்ள a என்ற எப்புள்ளியிலும் , 0 < [ z - a < 8 ஆனால் , 
| f ( z ) - f ( a ) | < s என இருக்கும்படி , கொடுக்கப்பட்ட -க்கு 
ஏற்ப 8 - ஐக் கண்டுபிடிக்க முடியுமானால் f ( z ) - ஐ , D- யில் ஒரு 
சீரான தொடர்புடைச் சார்பு என்று சொல்வோம் . 

தேற்றம் : D என்ற அடைத்த அரங்கில் f (z ) ஒரு தொடர் 
புடைச் சார்பாக இருந்தால் அவ்வரங்கில் அச்சார்பு ஒரு சீரான 
தொடர்ச்சி உடையதாகும் . 

இதை நிரூபிக்கப் பின்வரும் துணைக் கோட்பாடு (lemma ) துணை 
புரியும் . 
C. C , என்பவை முறையே 
| z - Z | = 8 ! | z - 7 , | = 8/2 என்ற 
வட்டங்கள் . 2 , என்பது C.- ன் மேல் 
அல்லது உள்ளே உள்ள புள்ளி . z 
ஆனது C , என்ற வட்டத்தினுள் 

S 
இருக்கும்போது | f ( z) - fiz ) | < s 
ஆக இருந்தால் , 

| z - Z , | < 8 

2 
ஆக இருக்கும்போது \ f ( z ) - f { zs ) | 
< 2s ஆகும் . 

படம் -6 . 


C 


S 


N 


ci 


நிரூபணம் 
| f ( z) -f (zs) | 


2 , 2 , என்பவை C , வட்டத்தினுள் இருந்தால் 

| f ( z ) - f ( z ) + f ( z ) - f ( x ) | 
S [ f ( z ) - f ( z ) | + lif ( z ) - f ( z ,) | 


< E + : 


< 23 


ஆனால் , C- க்குள் உள்ள C , வில் , இருந்தால் . 

| z - z2 | < 812 
என்பதற்கிணங்க உள்ள z என்னும் புள்ளி C1- குள் தான் இருக் 
கும் . ஃ துணைக் கோட்பாட்டின் நிரூபணம் பூரணமடைகிறது . 

இப்பொழுது , ஒரு சீரான தொடர்ச்சிக்கு நாம் வேண்டுவது , 
ஒவ்வொரு -க்கும் 

| z - z | < 3 ஆனால் , | f (z ) - f ( z ) | < s ... 
ஆக இருக்க வேண்டும் . 

3 


( 
1 
) 
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கூடுமானால் , ( 1 ) உண்மையல்ல எனக் கொள்க . இப்போது 
D என்ற அரங்கத்தை அச்சுகளுக்கு இணையாகக் கோடுகள் 
வரைந்து சிறிய 

சிறிய பகுதிகளாக்குவோம் . இச்சிறிய பகுதிகளில் 
ஒன்றில் , ( 1 ) உண்மையல்ல . இதில் ( அதாவது , D 
அரங்கின் பகுதிக்குள் உள்ள சிறு பகுதிக்குள் உள்ள மிகச் சிறிய 
பகுதியில் ) 31 இருக்கட்டும் . ஆனால் , f ( z ) ஆனது 21 - ல் தொடர்ச்சி 
உள்ளது . 


என்ற 


-2/23 ஆனால் If ( z ) - f (z ) | < 52. 


ஃ துணைக் கோட்பாட்டின்படி 

| z - z | < 8 ஆனால் If ( z ) - f ( z ) | < 5 . 


இதில் 2 , என்பது ( 2-11 | = 3 என்ற வட்டத்தில் ஏதேனும் 
ஒரு புள்ளி ஆகும் . ஃ . இதன்படி ( 1 ) உண்மையாகும் . ஆனால் , 
நாம் சிறு பகுதிகள் ஆக்கிக் கொண்டே போனால் , அது இவ் 
வட்டத்தினுள் உள்ள ஒரு சிறு பகுதியாகவும் இருக்கும் . எனவே 
இங்கு ( 1 ) உண்மையல்ல . இவை ஒன்றுக் கொன்று முரணான 
முடிவுகள் . ஃ f ( z ) ஒரு சீரான தொடர்ச்சியுள்ளதாய் இருக்க 
வேண்டும் . 

1 
எடுத்துக்காட்டு : [ z < I என்ற அரங்கில் f ( z ) 

7 
சீரான தொடர்ச்சி உடையதல்ல என நிரூபி . 

f ( z ) = 1 / z ஒரு சீரான தொடர்ச்சி உள்ளதாக இருக்கட்டும் . 
அப்படியானால் , 

| z - a < எனில் , | f ( z ) - f ( a ) | < s 
பதற்கிணங்க ஐக் கண்டுபிடிக்க இயலும் . 


--- 


z = 3 ( < 1 ) ; = 


8 
+ E 


எனக் கொள்க . 


| x - a ) - 1 : - * 1 - * < s . 
ஆகும் , | + +/- T + - + T- > , 


ஏனெனில் 8 < 1 . 
இது ஒரு முரண்பாடு . எனவே f ( z ) ஒரு சீரான தொடர்ச்சி 
யுள்ள தல்ல . 


பகு முறைச் சார்புகள் 
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2.8 . இனி , இரு மெய் மாறிகளின் சார்புகள் பற்றி இரு 
குறிப்புகள் தருவோம் . 


குறிப்பு 1 : u ( xy ) என்பது x , y என்ற மெய் மாறிகளின் 
சார்பாக இருக்கட்டும் . இது D என்ற அரங்கத்தில் ஒரு சீரான 
தொடர்ச்சியுடையதாக இருக்க நிபந்தனை என்ன ? கொடுக்கப் 
பட்ட நக்கு ஏற்ப , | Ax | < 8 . | Ay | < 8 ஆக இருக்கும் 


போது 


| u ( x + Ax, y + Ay ) - 1 ( x , y ) < s 


ஆக இருக்கும்படி ஐக் கண்டு பிடிக்கக் கூடியதாய் இருக்க 
வேண்டும் . 


மேலும் , கொடுக்கப்பட்ட D என்ற அடைத்த அரங்கில் 
u ( s , y ) தொடர்புடைச் சார்பாக இருந்தால் , அச்சார்பு அவ் 
வரங்கில் ஒரு சீரான தொடர்ச்சியுடையதாகும் . 


குறிப்பு 2 : D என்ற அரங்கில் u ( 3 , y ) என்ற தொடர்புடைச் 
சார்பு பகுதி வகைக் கெழுக்களை உடையதாக இருந்தால் 


Au 


3 น 
dx 


du 
Ax + Ay + a Ax + BAy 

dy 


ஆகும் . இதில் Ax + 0 , Ay - 0 ஆகும் போது - 0. 3 +0 
ஆகும் . 

நிரூபணம் . A u = u ( x + Ax , y + Ay ) - u { x , y ) 
Au = { u ( x + x, y + Ay) - u ( x , y + Ay ) } 


+ { u ( x , y + Ay ) - ( x , y ) } 


au ( x + GLAx , y + Ay ) 
= Ax . 

ax 


au ( x , y + 8 , Ay ) 
+ Ay . 

ду 


இதில் 0 < 0 < 1 ; 0 < 8 , < 1 . 


w au 
மேலும் r dy 

தொடர்ச்சியுள்ளவைகள் . ஆகையால் 
ஒரு சீரான தொடர்ச்சிக்கான நிபந்தனைப்படி 
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au ( x + 81 Ax, y + Ay ) 


du ( x , y ) 
ax 


+ a 


au ( x , y +6 , Ay ) 
ду 


au ( x , y ) 
dy 


+ B . 


என்பவற்றில் IAx | < 8 : | Ay < ஆனால் 

| a | < 3 ஆகவும் , | B | < 5 ஆகவும் இருக்கும் . 


au 

du 
ஃ Au = Ax + 

ax 


* 


Ay + aAx + B . Ay 


dy 


29. பல மதிப்புகளுடைய சார்பு 


. 


w = f ( z ) = 2 / ஆனால் f ( z ) க்கு n வித்தியாசமான மதிப்பு 
கள் உண்டு என்பதை முன்னரே பார்த்தோம் ( n ஒரு முழு மிகை 
எண் ) . இதைப் பலமதிப்புடைய சார்புக்கு உதாரணமாகக் 
கொள்ளலாம் . பொதுவாக , கொடுக்கப்பட்ட ஒரு 2 ன் மதிப்புக்கு 
f ( x ) ஆனது இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட மதிப்புகளை 
உடையதாயின் அது பல்மதிப்புடைச் சார்பு ஆகும் . 

w = f ( z ) = VE ஐ எடுத்துக் கொள் . w = u + iv எனக் குறிப் 
பிடுவது வழக்கம் . ஆகவே , * - தளத்தில் ப என்பது மெய்யான 
அச்சாகவும் , V என்பது கற்பனை அச்சாகவும் இருக்கும் . 


z = 1 ( cos 8 + i sin 6 ) ஆனால் , 


w ஆனது ( i ) w = r 


( cos : + isin 2 ) 
*.-- { cos ( r + % ) +1 sin (r + ; ) } 


( ii ) w = r 


என்ற இரு மதிப்புகளை உடையது ஆகும் . இதில் W2 = -- w ! 
என்பதை நாம் எளிதில் காணலாம் . 


இப்பொழுது 2 - ன் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கிணங்க - உம் 
மாறும் ; W2- உம் மாறும் . ஆகவே , இவை இரண்டையும் w என்ற 
இருமதிப்புடைச் சார்பின் கிளைகள் என்று சொல்வோம் . ஆனால் , 
w . W , என்பவை தனித்தனியே ஒரு மதிப்புடைய சார்புகள் 
என்பதைக் கவனி . 


பகு முறை சார்புகள் 
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왕 


Z- தளம் 
B 


C 


Bi 


அடி 


A 


A 


Az 


+ 


92 


BA 


C2 


C 


சார்பின் கிஜாகள் 


படம் 7 


- 


Z ஆனது A (r 0 ) என்னும் புள்ளியிலிருந்து புறப்படட்டும் . 
அப்படியானால் WI . W , என்பவற்றின் ஆரம்ப மதிப்புகள் முறையே 


ஆகும் . இவற்றைப் படத்தில் A1 , A , என குறித்து 
உள்ளோம் . 


இப்பொழுது , 2 ஆனது A- யிலிருந்து புறப்பட்டு B , C வழியே 
சென்று வட்டத்தைப் பூர்த்தி செய்யும் போது .. W ! ஆனது 
A1- லிருந்து புறப்பட்டு B , C , வழியே சென்று A , B , C , A , என்ற 
அரை வட்டத்தைப் பூர்த்தி செய்யும் ; மேலும் , Wz ஆனது 
4 ,-லிருந்து புறப்பட்டு B ,, C , வழியே சென்று A , B , C , A , என்ற 
அரை வட்டத்தைப் பூர்த்தி செய்யும் . 


블 


உடைய 


-- 


பொதுவாக , 2 ஆனது B- யில் இருக்கும் போது , அதன் வீச்சம் 

8 
8 ஆனால் , W1 ஆனது ஐ 

வீச்சமாக 

B.- லும் , 
2 

8 
Wa ஆனது T + ஐ வீச்சமாக உடைய B , - லும் இருக்கும் 

2 
என்பது தெளிவு . 


, 


ܬܐܰܟ 


2 - ன் வீச்சம் 21 அளவில் மாறும்போது , அதாவது , 2 - ன் ஒரு 
வட்ட பயண இறுதியில் w ! ஆனது We- ன் ஆரம்ப புள்ளியான 
A.-விலும் , W2 ஆனது w ன் ஆரம்பப்புள்ளியான A1- லும் 
இருப்பதைக் கவனி . 0 என்னும் புள்ளியை 3 ஆனது ஒரு சுற்று 


} 
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சுற்ற W. W. என்ற கிளைகள் ஒன்றுக்கொன்று இடம் மாறுவதால் 
0 - ஐ கிளைப்புள்ளி என்று சொல்லுகிறோம் . 2 ஆனது வட்டத்தை 
இருமுறை பற்றினால் ம 1 - உம் , W2- உம் திரும்பவும் தங்கள் 
தங்களது ஆரம்ப புள்ளிகளான A1 , A.- க்கு வந்து விடும் என்பதை 
நோக்குக . 

மேலும் , 7 செல்லும் பாதை ஆதியைச் சுற்றி அமையா 
விட்டால் , கிளைகளில் ஒருவித மாற்றமும் ஏற்படாது என்பதைக் 
கவனி . 


** 


மற்றோர் உதாரணமாக , w = f ( x ) = Vz + 1 ஐ எடுத்துக் 
கொள்வோம் . w = V ( z + i ) ( z - i ) என எழுதலாம் . இப்பொழுது , 
z = = i என்பவை கிளைப்புள்ளிகள் எனக் காண்பிப்போம் . 

வீச்சம் w = 1 { வீச்சம் ( z - i ) + வீச்சம் ( z + i ) } 

ஃ . - ன் வீச்சு மாற்றம் 
= 1 { { z - i ) - ன் வீச்ச மாற்றம் + ( 2 + i ) - ன் வீச்ச மாற்றம் } 
C , என்பது ( - ) ஐ விடுத்து , ஐ மட்டும் சுற்றிவரும் அடைத்த 


C 


CA 


படம் -8 . 


கோடாக இருக்கட்டும் . அப்படியானால் 7 ஆனது C. ஐ ஒரு முறை 
இடஞ்சுழியாக சுற்றிவர , ( z - i ) - ன் வீச்ச மாற்றம் = 21 . ஆனால் 
( 1 + 1 )-ன் வீச்ச மாற்றம் = 0 . ஃ w- ன் வீச்ச மாற்றம் = T . ஆகவே , 
* ஆனது தனது ஆரம்ப மதிப்பை அடையாது . அதாவது , ம - ன் 
கிளைகளில் மாற்றம் ஏற்பட்டுள்ளது . z = i ஐப் பூரணமாகச் 
சுற்றிவர , ம - ன் கிளைகளில் மாற்றம் ஏற்படுவதால் 2 = i ஒரு கிளைப் 
புள்ளி ஆகும் . இதேவிதமாக z = -i யும் ஒரு கிளைப்புள்ளி என 
நிரூபிக்கலாம் . 


-- 
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39 
| இப்போது C , என்ற அடைத்த வளைகோடு +1 என்ற இரு 
புள்ளிகளையும் உள்ளே கொண்டுள்ளது . ஃ ( 2-1 ) -ன் வீச்ச 
மாற்றம் = 27 = (z + i )- ன் வீச்சமாற்றம் . 


w- ன் வீச்ச மாற்றம் = 1 ( 2 + 21 ) = 27 . 


* ம - ன் கிளைகளில் ஒரு மாற்றமும் ஏற்படாது . 


இதேவிதமாக = i என்ற இருபுள்ளிகளையும் நீக்கிய C வழியே 
z சென்றாலும் w- ன் வீச்ச மாற்றம் = } ( 0 + 0 ) = 0 . எனவே 
w- ன் கிளைகளில் ஒரு மாற்றமும் ஏற்படாது . 


வேறுமுறை : z - i = r 181 

z - i = 71181 : 2 + 1 = 7,102 


ஆனால் W = M ( z - i ) ( z + i ) 


= Vrr , 1 ( 04 +02 ) / 2 


2 - ன் ஆரம்ப புள்ளியில் 6 , = a , ஆகவும் , 82 = d ; ஆகவும் 
இருக்கட்டும் . அப்படியானால் ம - ன் ஆரம்ப மதிப்பு 


= Vr , r , e ( a + a )/ 2 

ஆகும் . 
G. ஐச் சுற்றிய பின் 0 = a +2 ஆகும் . ஆனால் 8. = 0 , தான் . 

ஃ = Vrir , i ( a1 + 27 + a , ) / 2 

= -vr.r , i ( a + as )/ 2 


இது w- ன் ஆரம்ப மதிப்பிலிருந்து வேறுபட்டது . ஆகவே w - 4 
கிளைகளில் மாற்றம் ஏற்பட்டுள்ளது . 

ஃ 2 = i ஒரு கிளைப்புள்ளி. 


இதேவிதமாக , 3 ஆனது 6 வழியே ஒரு பூரண சுற்று 
சுற்றும்போது , 


w , 


w = Vrr , (a1 + 27 + a , + 2# )/ 2 


VIII, (a + a ) / 2 


w- ல் ஒரு மாற்றமும் இல்லை . 
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மேலும் 2 ஆனது C வழியே ஒரு பூரண சுற்று சுற்றும் போது 


w = Vr , r , i (a + 0 + a , + 0 ) / 2 


= vrir , (a + a , )/ 2 


இப்போதும் W- ல் ஒரு மாற்றமும் இல்லை . 


2.10 . வகையிடத்தக்க சார்பு 


f ( z ) என்பது D என்ற அரங்கத்தில் ஒரு மதிப்புடைய சார்பாக 
இருக்கட்டும் . z = a என்னும் புள்ளியில் f (z)- ன் வகைக் கெழுவை 


எல்லை f ( a + h ) -f ( a ) 
f ( a ) = 
h + 0 

h 
என வரையறை செய்கிறோம் . இதில் , இந்த எல்லை இருக்க 
வேண்டும் என்பதும் , h ஆனது எவ்வழியில் பூச்சியத்தை 
அணுகினாலும் f ( a ) மாறாதிருக்க வேண்டும் என்பதும் நோக்கத் 
தக்கது . இவ்வாறு இருந்தால் f ( z ) ஆனது z = a- ல் வகையிடத் 
தக்கது என்று சொல்கிறோம் . 

2.11 . ( i) வகையிடத்தக்க சார்புகள் தொடர்புடைச் 
சார்புகளாக இருக்கவேண்டும் ; ஆனால் ( ii ) எல்லா 

எல்லா தொடர் 
புடைச் சார்புகளும் வகையிடத்தக்கன அல்ல . 

எல்லை , f { a + h ) -f ( a ) 
( i ) f ( a ) = 
h + ) 

h 


E 


f ( a + h ) - f ( a ) 
ஃ f ( a ) = 

n 
இதில் h பூச்சியத்தை அணுக , - உம் பூச்சியத்தை அணுகும் . 

. hf ( a ) = f ( a + h ) - f ( a ) + hs . 
இப்போது h பூச்சியத்தை அணுகட்டும் . 


எல்லை 
h - 0 


f ( a + h ) - f ( a ) +0 


எல்லை 
h - o f ( a + h ) = f ( a ) 


if ( z ) ஆனது , z = a- ல் ஒரு தொடர்புடைச் சார்பாகும் . 


(il ) ஐ நிரூபிக்க ஒரு எடுத்துக்காட்டு போதுமானது . 


-- 


பகு முறைச் சார்புகள் 
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| z என்பது தொடர்புடைச் சார்பு என்பது தெளிவு . நாம் 
இதை வகையிடத்தக்கதல்ல என நிரூபிப்போம் . 


எல்லை f ( a + h ) - f ( p ) 
f ( a) - h + o 

h 
எல்லை | a + h | - Ta | " 
h + 0 

h 


zas + h எனக் கொள்வோம் 

எல்லை | z - | ai 
f ( a ) 

7-+ d 


எல்லை 


zz 


aa 


2 - a 


Z-+ 


எல்லை 

( 2-3 ) 
z + a 

( z - a ) 
z - a = R ( cos I + i sin ) ஆனால், z - a 
R ( cos 8 - i sini ) ஆகும் . 

COS @ isine ( cos - i sins ) . 
2 - a cos 8 + i sing cos 8 + sing 


= cos 28 


i sin 28 


எல்லை 


ஃ 


f ta ) 


z + a ( cos 28 - | sin 2 8 ) 


.. ( 1 ) 


za 


இதில் 8 என்பது ( z - a ) - ன் வீச்சமாகும் . சவுக்கு வெவ்வேறு 
மதிப்புகளைக் கொடுக்கலாமாதலின் f ( a ) க்கு மாறாத ஓர் எல்லை 
கிடைக்காது என்பது ( 1 ) லிருந்து தெரிகிறது . அதாவது , f ( z )) 
வகையிடத்தக்கதல்ல . ( 2.16 ) ஐயும் பார்க்கவும் ) 


2-12 . பகுமுறைச் சார்பு 


f ( z ) ஆனது D என்ற அரங்கத்தில் ( குறிப்பிட்ட சில புள்ளி 
களைத் தவிர ) எல்லாப் புள்ளிகளிலும் வகையிடத்தக்கதாயிருந்தால் 
அதைப் பகுமுறைச் சார்பு என்று சொல்கிறோம் . வகைக்கெழு 
காண இயலாத குறிப்பிட்ட சில புள்ளிகளைச் சிறப்பு புள்ளிகள் 
( Singular points ) என்போம் , மயின் எல்லாப் புள்ளிகளிலும் 
வகையிடத்தக்கதாயிருந்தால் - அதாவது , சிறப்புப் புள்ளிகளே 
இல்லாமலிருந்தால் - ( z ) ஐ ஒழுங்கான சார்பு ( Regular function ) 
என்று சொல்வோம் . 
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குறிப்பு : பல புத்தகங்களில் பகுமுறைச் சார்புக்கும் , ஒழுங் 
கான சார்புக்கும் உள்ள வேற்றுமையைப் பெரிதாகக் கருதாமல் 
இரண்டையும் ஒரே பேரால் அழைப்பதுண்டு . இப்புத்தகமும் 
அதற்கு விதி விலக்கல்ல . 


2.13 காஷி , ரைமன் சமன்பாடுகள் 


தேற்றம் 1 : w = f ( z ) = u ( x , y ) + iv ( x , y ) என்ற சார்பு . 
D என்ற அரங்கத்தில் , பகுமுறைச் சார்பாக இருந்தால் , 
D யின் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் 


ди 
ax 


ay 
ay 


: 


av 
ax 


( 1 ) 


ду 


என்பதற்கிணங்க இருக்கும் . இவை காஷி , ரைமன் சமன்பாடுகள் 
எனப்படும் . 


நிரூபணம் / f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பு என கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது . : f ( z ) இருக்க வேண்டும் , மேலும் , 
எல்லை f ( z + 8z ) - f ( z ) 

82 


f ( z ) = xz + 0 


என்பதன் மதிப்பு , 87 எவ்வழியாகப் பூச்கியத்தை அணுகினாலும் 
மாறாதிருக்க வேண்டும் . 


இப்பொழுது , z = x + iy . 82 = 8x + isy . 82-0 ... --O , 
மேலும் ay + 0 . எனவே , 


[ u ( x + 8x . y + y ) + iv ( x + x y + 8y ) ] 
எல்லை 
f ( z ) = 

- [ u { x , y ) + iv ( x , y ) ] 
8x - 0 , 8y - 0 

8x + ity 
இப்பொழுது , மாறிலியாக இருக்கட்டும் . எனவே y = 0 . 

82 = 8x1 82 + 0 ஆனதால் , 8x + 0 


ஃ f ( z ) = 


எல்லை 
3x + 0 


[ u ( x + 8 , y ) + iv ( x + 8x , y ) ] 

[ u ( x.y ) + iv ( x.y ) ] 


எல்லை u (x + 8x , y ) - u (x , y ) - iv ( x + & x , y ) - v(x , 

+ 

y 

8x 
1.e.f ( z ) = us + ive 

(( 2) 


+ x + ) x 
பகு முறைச் சார்புகள் 
இனி * மாறிலியாக இருக்கட்டும் . எனவே 8x - 0 . 

* az = 8y ; az + 0 ஆனதால் dy + 0 . 
எல்லை [ u ( x , y + ay ) + iv { x , y + dy ] ] 

[ u ( x , y ) + iv ( x . y ) ] 
ay + 0 

iay 
எல்லை 1 [ u ( x , y + ay ) - u ( x , y ) 
ay + 0 ay 

8y 


3.3) 


+ u , + iv , ] 


f ( z ) = yy - iu , 


( 3 


นะ 


ஆனால் , ( z ) மாறாமல் இருக்கும் வகைக்கெழு . எனவே ( 2 ) , ( 3 ) -ல் 
இருந்து ux + ivx = v , - iuy 

Uy ; என்ற 
காஷி , ரைமன் சமன்பாடுகள் கிடைக்கின்றன . இவை , f ( z ) 
பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கத் தேவையான நிபந்தனைகள் ஆகும் . 
ஆனால் போதுமான நிபந்தனைகள் அல்ல . அவற்றை அடுத்த 
தேற்றத்தில் காண்போம் . 


2.14 . தேற்றம் 2 : 

D என்ற அரங்கத்தில் . u , " என்பன வகையிடத்தக்கதாய் 
ux = vy , 

என்பதற்கிணங்க இருக்கட்டும் . மேலும் , 
us , uy , yx , y ,, என்பன D- ல் தொடர்புடைச் சார்புகளாக இருந்தால் 


w = f ( z ) = u + iy 


என்பது பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கவேண்டும் . 


நிருபணம் 


au = u ( x + x , y + 8y ) -u ( x , y ) 


= [ u ( x + ax , y + 8y ) -u ( x . y + 8y ) ] + [ u ( x , y + 8y ) -u ( x , y ] ] 


= 3x . us ( x + 8.x. y + ay ) + 8y . uy ( x , y + C ay ) 
இங்கு 0 < 0 < 1 ; 0 < 0 < 1 . 
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குறிப்பு : u என்பது வகையிடத்தக்கது . எனவே , இடை 
மதிப்புத் தோற்றத்தின்படி , பின்வருவன கிடைக்கின்றன . 

u ( x + ax ) -u ( x ) = dx . u ( x + 8sx ) = dx . ux ( x + 0ax ) 

u ( y + 8y ) - u ( y ) = 8y . u ( y + 0 sy ) = ay . uy ( y + 0 ay ) 
மேலும் , ux . uy தொடர்புடைச் சார்புகள் 
.. | ux ( x + 0ax , y + 8y ) - ux ( x , y ) < ! 

| uy ( x , y + 0 8y ) - Wy ( x , y ) < S , 
.. du = 3x (ux + 3 ) + 8y ( uy + E ,) 
இதேவிதமாக , 8v = 8x (vx + 33 ) + 8y ( vy + 54 ) 
இங்கு 8 +0 r = 1 , 2 , 3 , 4 . 
இப்பொழுது , 8w = du + i 8v 


i.e. & w = 8x ( ux + E ,) + ay ( uy + 82 ) + i [ sx ( vx + € s ) 

+ ay ( vy + s ) ] 
= (ux + ivx) (8x + isy ) + € 5 8x + € 6 8y 


ஏனெனில் uy = vy ; vx = -ly . 


மேலும் Es = s / + iss , € s = s , + is , எனக்கொள்க . 


Bw 
8Z 


(ux + ivx ) ( 8x + ity ) + 85 8x + 86 8y 

8x + i 8y 


+ 86 


= ux + i vx + 55 

+ 50 

8x + i 8y 
8z + 0 ஆனால் 8x + 0 , ay + 0 . 


BV 
8x + i ay . 


மேலும் | 


8x 

< l ; 
8x + i ay 

K1 

8x + isy 
பின்னரும் E , + 0 , r = 1 , 2 , 3 , 4 ஆனதால் Er + 0r = 5 , 6 


1 | 


- 


dw 
dz 


= ux + i vx 


( 1 ) 


ux . vx இருக்கின்றன என்பதும் , அவை ஒவ்வொன்றும் ஒரே 
மதிப்புடையன என்பதும் நமக்குத் தெரியும் 
ஃ aw = / ( z ) இருக்கிறது ; அது ஒரே மதிப்புடையது . 

dz 


. f ( z ) ஆனது D யில் ஒரு பகு முறைச் சார்பாகும் . 


- 


பகு முறைச் சார்புகள் 


2.15 ( i) கிளைத்தேற்றம் 1 : 


11 


! 


+ i 


dw Ow 1 aw 
dz ах 

ay 
நிரூபணம் 2.14 ( 1 ) -ல் இருந்து 

dw au ay 
dz 

дх дх 
a ( u + i v ) дw 
дх 

дх 
dw 

dw 
பயிற்சி : 

என நிரூபிக்க . 
dz 

i dy 


// 


// 


2.15 ( ii) கிளைத்தேற்றம் 2 : 


ди ди ay av 
f ( z ) = -i 

+ i ஏனெனில் சமன்பாடு 
дх ду ду 

ax 
( 1 ) ன் படி . f ( z ) = ux + i rx . 

ஆனால் ux = Yyx vx = -uy என்பவை காஷி , ரைமன் சமன்பாடு 
களாகும் . எனவே , கிளைத்தேற்றம் 2 ன் நிரூபணம் பூரண 
மாகிறது . 

இதிலிருந்து , ஒரு சார்பின் வகைக்கெழுவைக் காண , அதன் 
மெய்ப்பகுதியான u அல்லது கற்பனைப் பகுதியான y தெரிந்திருந் 
தால் போதுமானது என அறிகிறோம் . 
2 • 16 | z | பகுமுறைச் சார்பல்ல என நிரூபி . 

. 
( 2.11 ( ii ) ஐயும் ஒப்பிடுக ) 
w = | z | * = x + y 
ஃ u = x + y ; y = 0 
ஃ . ux = 2x . 

Yx = 0 , 
காஷிரைமன் சமன்பாடுகளுக்கு இணங்கவில்லை . 

... | z | பகுமுறைச் சார்பல்ல . 
2 • 17 இசைச்சார்புகள் : 

( Y , y ) என்ற சார்பு தொடர்ச்சியாக உள்ள பகுதி வகைக் 
கெழுவை ( partial derivative ) முதலிரு வரிசைகள் ( of first and 
second order ) உடையதாய் இருந்து , லாப்லஸ் சமன் பாடான 

px + ¢ xy = 0 
என்பதற்கிணங்க இருந்தால் , அதனை இசைச்சார்பு என்போம் . 


இவை 


uy = 2y , 


yy = 0 . 
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2 • 18 இணை இசைச்சார்புகள் 

இப்பொழுது , f ( z ) = w = u + iv ஒரு பகுமுறைச் சார் 
பானால் u , v என்பன தனித்தனியே இசைச்சார்புகளாகும் . ஏனெ 
னில் , காஷி , ரைமன் சமன்பாடுகள் படி 


ux = yy : uy = 


--Vx 


ஃ . 


Uxx = Vxy ; tyy = 


- Yyx 


vx , Vy முதலியன தொடர்ச்சியானவை . 


ஃ Yxy = vyx 


ஃ uxx + uyy = 0 


இதே விதமாக xx + yyy = 0 . 


U , V ஆகியவற்றை இணை இசைச் சார்புகள் என்போம் . 


2 • 19 . f ( z ) = w = u + i v ஒரு பகுமுறைச் சார்பு ஆனால் , 
u = மாறிலி , v = மாறிலி என்ற வளை வரைகள் ஆர்கன் தளத்தில் 
ஒன்றெயொன்று செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்கின்றன என 
நிரூபி . 

u (x . y ) = C ஆக இருக்கட்டும் . 
au du dy 

+ 
dx 

dy ds 


dy = 0 


นะ 


dy 
dx 


= m ஆக இருக்கட்டும் . 


uy 


v ( x , y ) = c ஆனால் 


dy 
ax 


= 


-- 


Vx 

= m என்க . 
Py 


Ux Vx 


இப்பொழுது m m 


1 


Uy Vy 


( ஏனெனில் ux = Yy , uy = - Vx ) 
எனவே , இவை செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்கின்றன . 
2 • 20 . பகுமுறைச் சார்பைக் கண்டு பிடித்தல் -1 


1.2 


( usiny - y cos y ) என இருக்கும்படி = + + iv 
என்ற பகுமுறைச் சார்பைக் கண்டு பிடி . 


பகு முறைச் சார்புகள் 
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முதலாவதாக , u ஒரு இசைச்சார்பு என்பதைக் கவனி ,, 
அதாவது uxx + uyy = 0 என்பதைச் சரிபார் . 

இப்பொழுது , காஷி ரைமன் சமன்பாடுகளின் படி , 


sin y - x + 


siny + ye 


cos y = Vy 


( 1 ) 


Uy = 


ce 


cos y + x 4 cos y tye sin y = -vx ... ( 2 ) 
( 1 ) ல் உள்ள 1 , ஐ y ஐப் பொறுத்து - ஐ மாறிலியாகக் 
கொண்டு - தொகையீடு செய்வோம் . 


y = ye siny + xe cos y + F ( x ) 

இதில் F ( x ) என்பது X ஐ மாறியாகக் கொண்ட மெய்யான 
சார்பு . 


vx = = ye 


sin y + cos y ( e 


- xe - * ) 


+ F ( x ) ... ( 3 ) 


( 2 ) + ( 3) . 0 = F ( x ) . ஃ F ( x ) = c 


( y sin y + x cos y ) + c . 


M 


ஃ 


u + iv = e 


sin y ( x + i y ) + ie 


cos y ( x + iy ) + 1c 


( x + 1y ) f ( cos y - isin y ) + ic . 


= ie -x- iy 

( x + ty ) + ic 


--- 


= ize 


2 


+ ic . 


வேறுமுறை 


siny - xe 


sin y + ye- * 


cos y 


X 


cos y + ye * siny 


uy = -e Cos y + = e 
f ( z ) = us - iuy 


X 


( sin y + i cos y ) - x . 


( sin y + f cos y ) 


+ ye 


-X 

( cos y - i siny ) 


1 :: 
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e- * 
- i ( cos y - i sin y ) -ix -- (cos y -1 sin y ) 


II 


+ ye 


( cos y- i sin y ) 


= ( cos y -i sin y ) : - * ( i - ix + y ) 


| 


iy 


[ i -i ( x + iy) ] 


2 


- ( x + iy ) 

[ i - i ( x + iy ) ] 


= e - z i ( 1 


3 i ( 1 - z ) 


ஃ f ( z ) = i ( ze 


+ c ) 


2 • 21 பகுமுறைச் சார்பைக் காணல் - II 


ஆனால் f ( z ) = us ( z , 0 ) 


du 

ди 
us ( x , y ) = su ( x , y ) = 

ax 
- iuz ( z , 0 ) என நிரூபி 


- 


f ( z ) = 


dw 
dz 


8W 

= ux + iyx 


f ( z ) 


= ux 


ใน y 


uy 


f ( z ) = ui ( x , y ) - iui ( x , y ) 


இதில் y = 0 போடு . f ( x ) = u , (z.0 ) - iu , ( x , 0 ) 


இதில் x = z போடு . f ( z ) = uy ( z , 0 ) - i u , ( z , 0 ) 

u ........... ( 1 ) 


மாதிரி : ( i ) u = x - 3xy ஆக உள்ள பகுமுறைச் சார்பைக் 


காண் 


2 


น 

3y ஃ u , ( z , 0 ) = 3z 
u ; = -6xy 

*.u , (z , 0 ) = 0 
( 1 ) ல் இருந்து f , z ) = 3z - 1.0 


f ( x ) = z3 + c 


- 
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பகு முறைச் சார்புகள் 


மாதிரி ( ii ) w_v = ( x - y ) x + 4xy + y ) என உள்ள பரு 
முறைச் சார்பைக் கண்டு பிடி . 


f ( z ) = u + iv . * if { z ) = iu - y 
. ( 1 + i ) f ( z ) lu - y ) + iur v ) 

U + iV ஆக இருக்கட்டும் . 
இதில் U = x + 3x y - 3xy - y என தரப்பட்டுள்ளது . 
ஃ U. 

U , = 3x + fxy - 3y ஃ U , z ) 371 


U , = 


3y - 6xy + 3x 


ஃ U , z , 0 ) = z 


( 1 ) -ல் இருந்து ( 1 + i ) f ( z ) 


Uz0) - iU . ( 2 0 ) : 


= 3z i722 


= 3 ( 1 - i ) z 


ஃ f ( z ) 


-- 


|--C 


+ i 


2i 
2 


--- 


z + c = -izs + c . 


மாதிரி ( iii ) u + v = 


sin 2x 
cosh 2y - cos 2x 


ஆனால் f ( z ) = u + ir 


என்ற பகுமுறைச் சார்பைக் கண்டுபிடி . 


f z ) = u + iy ; if ( z ) 


= iu - v 


( 1 - i ) f ( z ) = u + v + i ( y - u ) 


U + iV என இருக்கட்டும் . 


U , = 


( cash 2y - cos 2x ) 2 cos 2x – 2 sin 2x 

( coshay cos 1x /) 


2 ccsh 2y cos 2x 

2 
( cosh 2y - cos 2x ) 


2 


2 cos 2z - 2 
( 1 - cos 2z ) 


|| 


U ; ( 2.0 ) 


--4 


cos .7 


_coscc z . 


4 
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- sin 2x . 2 sinb 2y 
U. 

( cosh 2y -- cos 2x ) 
U , ( 3,0 ) = 0 . 
இப்பொழுது , ( 1 - i ) f ( z ) = U.( z ,0 ) -iU , ( z , 0 ) 


- 


cosec z 


f ( z ) 


양 


cot z 

+ 
+ C 
1 - i 
1 + i 

cot z + c . 
2 


|| 


2 • 22 . பகுமுறைச் சார்பைக் காணல்- III 

இம்முறையில் பொருத்தமான ( exact ) வகைக்கெழுவின் 
தொகையீட்டைக் காணும் முறையைப் பயன் படுத்துகிறோம் . 


X 


மாதிரி : M = e { ( x - y ) cos y + 2xy siny } 
ஆனால் u + iv என்ற பகுமுறைச் சார்பைக் கண்டுபிடி . 


do = 


a y 
ax 


dx + 


av 

dy 


ay 


== 


–uy 


Uy 

dx + uxdy ( : ux = yy . ye 

Mdx + Ndy எனக் கொள்க . 
இப்பொழுது , வலப்பக்கம் ஒரு பொருத்தமான ( exact ) வகைக் 
கெழு . 
.. M , 

-Uyy 
= uxx , ஏனெனில் - ஒரு இசைச் சார்பு . 
= NR 
= I ( y ஐ மாறிலியாகக் கொண்ட -uy ) dx 
+ I ( ux ல் x இல்லாத உறுப்புகள் மட்டும் ) dy 


= 


இப்பொழுது , 4x = e 


{ cos y . 2x + 2y sin y } 


{ ( x " -y ) cos y + 2xy sin y } 
இதில் x இல்லாத உறுப்பு 0. மேலும் , 


sin yet 
பகு முறைச் சார்புகள் ( an . 

+ 2x (y cogni sin y ) } . 


31 


U 


cos 


Access 


V 


Se * fx"sin y 


{ x * sin y - 2x ( y cos y + sin 
-y * sin y + 2y cos y } dx + yo dy 


-X 


( x + 2x + 2 ) sin y 


+ 2e - * ( x + 1 ) ( y cos y + sin y ) 


1 


+ e 


(y sin y – 2y cos y ) 


{ 2xy cos y.- ( x - y ) sin } 


utiv = 


( my ) ( cosy-- i sin y ) 


+ e 


2ixy ( cos y -- i sin y ) 


-x - ly 


e 


( x * - » * + 2ixy ) 


| ( z ) = utiv = e- .z * 


2 • 23 . துருவ ஆயத்தொலை வடிவில் காஷி , ரைமன் சமன்பாடுகள் . 


x = r cos ; y = r sin 8. aurre 


-1 


ylx 


x + y = r ; 

8 = tan 
2x = 27 

ar ar 
dxdx 


X 


: 


11 


cos 0 . 


இதேவிதமாக , 


ar 
ду 


у 

= 


sino 


r 


do 

1 
இனி , 
dx 1 + ( yº / x ) 

у -sino 
** + y * 


7 
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1 


Cos 


8 
ду 


= 


1 
1+ ( y / x9 ) 
ди ar 
ar дх 


ди 


ди 
дх 


+ 


88 


s n A 


i.e , ux = up cos 8 - ug 


- 


cos 


இதே விதமாக , y = vr in a + o 


sing 
Yx = v, cos 0-70 


T 


COS 
vy = v , sin 6 + ve 


T 


ஆனால் xx = yy : uy = 

uy = -yx ... காஷி . ரைமன் 


sina 


cos 0 


. 


ur cost - ug 


= * , s n G + ve 


. ( A ) 


T 


COS 8 


sing 


ussins + 18 


--y , cos 8 + 38 


( B ) 


T 


1 


( A } Xcose + ( BIXsin 8 . 


10 ... ( 1 ) 


| 


( B ) Xcose - ( A ) Xsing . 


Va 


== --1 , ... ( 2 ) 


T 


( 1 ) , ( 2 ) என்பன காஷி , ரைமன் சமன்பாடுகளின் துருவ 
ஆயத் தொலை வடிவமாகும் . 

இனி W- ன் வகைக் கெழுவை துருவ ஆயத் தொலை வடிவில் 
காண்போம் . 
dw aw дw ar 

aw A 

+ 
dz 

де дх 

08-0x 

sin A 
= w , cos 0 - (ug + irg ) 


= 


3x 


sin a 


= Wr cos I - ( - rv , + irur 


= W , cos e - i ( ur + iv . ) sin a 
= wr ( cos e - i sia 8 ) , 


3 


பகு முறைச் சார்புகள் 


வேறு முறை : f ( z ) = uri ) + iv (r , 6 ) ஆனால் 

ur + Ar , +40 ) + iv [ r + Ar . + A8 ) 
எல்லை 

-u ( r . 8 ) - iv ( r , 8 ) 
( ( z ) Az + 0 

Az 


is 
இங்கு Az = ( r + Ar ; i(8+ A0 ) 

-re 

ஆகும் .. 
Az எவ்வழியிலும் பூச்சியத்தை அணுகலாம் . ஆகையால் 

, 
r- ஐ மாறிலியாகக் கொள்வோம் . ஃ Ar = 0 ; மேலும் 48 + 0 . 


u (r , 9 ) 
iv ( r.8 ) 


ur,8-- A8 ) + iv ( r + 40 ) 

எல்லை 
ஃ f ( z ) = 

) A840 
rei ( 0 + 48 ) 

18 


u ( r , + A0) - u ( r 8 ) + ivr. + A8 ) 

- iv ( r , 0 ) 


| 


-- 


ia எல்லை 


A8 + 0 


ciat - 1 


re 


. 


1 


எல்லை 


// 


-- 


18 A8 + 0 


ur + AG ) - ur g ) + ivor , e + Ag ) 

-- iv( r 6 ) 
cosAS + i sinue - 1 


re 


u ( r 8 + A ) -u{ r.8 ) + ivr.8 + A8 ) 
1 எல்லை 

--ivr.8 ) 
i0A00 

ΙΔΗ 


= 


re 


is tus + ive ] 


1 [ 

..... ( 1 ) 
ire 
இப்பொழுது 8 ஐ மாறிலியாகக் கொள்வோம் . எனவே 
A8 = 0 . மேலும் , Ar > 0 . 

u ( r + A , B , + iy { r + Ar.8 ) -- < ur , 8 ) 
எல்லை 

--i v ( r , 8 ) 
i8 i8 
( r + Ar ) e 


ஃ . f (z ) = Ar + 0 


-re 


1 
ta 


u ( r + Ar . 8 ) + iv , r + Ar , 8 ) -u ( r 8 ) 

- iv ( r.9 ) 
r + Ar - r 


எல்லை 
Ar + 0 


F 


e 
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11 


uft + Дr , 0 ) -u r , e ) + і { v ( t- + Дr.0 ) 
1 
аар 

- ( 0 ) } 
10 
Дr90 

Дr 


1 
10 


[ u , iv , ) ........... ( 2 ) 


( 1 ) . ( 2 ) ல் உள்ள f ( z ) - ன் மதிப்புகள் சமமாகும் . ஏனெனில் 
f ( 2 ) от 0 $$ тво. 


— 


і0 [ и , + iv, 


е 


= irur 


ие 


1 

1 
[ us + ive ! 
i0 
ire 
1.е. иәтive 
1 

1 
,, и , = 

y ,. 

Pei 
2. 34 х , у ответив фФр z , 2 пост р в ту п (independent) Фор 
களின் சார்புகளாக மாற்றல் . 
z = x + iy 

2 = x - і у 
і + 2 
са Оо , х = 

у — 

( 2 — 2 ) 
2 


і 


2 


дх 
дz 


{} 


— 


% 
8 


дх 
дz 


ду 
дz 


| 


— 


ду 
ді 


2. 


дх 


af 
дz . 


dr . 
ах 


+ 


af 
ду 


дz 


af 


əfər 
дx 22 


- 


Әf ду 
ду ді 


а ) - ( - ) 

- ( a + а ) і 
24. - f = + ( - ) 

( 1 ) 
1 - 2 + 2 


а 
д ? 


1| 
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பகு முறைச் சார்புகள் 


மாதிரி : f ( z ) = u + iv ஒரு பகுமுறைச் சார்பானால் 


a u 
ax 


+ 


u 
ay 


2 | f (z ) | என நிரூபி . 


aw 


du 

R 


= 2 


ди 
x 


atus 
ax 


= 2u 


இதே விதமாக 


aw 
ay 


3 + 2 ( 3 ) 

** +2 (34 ) 
2 { us * + 4 , +++(4z ++ y) } 


= 2u 


1 


. 


+ 


alu 
ay 


dx 


ux + uy = 0 


= 2 ( ux + uy " ) 
= 2 ( ux 3 + vx ) 
= 2 | f ( z ) 


Vx = -Uy 


ஏனெனில் f ( z ) 


aw 
dx 


= ux + ivx 


மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1 : 1z < 1 என்ற அரங்கில் f ( z) = z3 ஒரு சீரான 
தொடர்புடைச் சார்பு என நிரூபி . 

2 ) என்பது எந்தப் புள்ளியாக இருந்தாலும் , கொடுக்கப்பட்ட 
-க்கு ஏற்ப 

| z - z . | < 8 ஆனால் , | z - z | < s 
என்றவாறு 

இருக்குப்படி 8 ஐக் கண்டுபிடிக்க முடியும் என 
நிரூபிக்க வேண்டும் . 

Z , Zo என்பவை | z < 1 என்ற அரங்கில் இருக்கட்டும் . 
அப்படியானால் 
| z - 20 | = [ z + zo | | z - z . I 

< { z } + | zo | } | z - zo | 


z , z ) என்பவை | z ! < 1 என்ற அரங்கில் உள்ளவை . 


1 
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. 


| 


எனவே , | z | < 1 ; | zo | < 1 ஃ 

. | z + / 

22 
ஆகையால் , | z - zo | < 2 | z - Z0 | 

.. | z - zo | < . ஆனால் , | z - zo " | < 28 
இப்போது , = E | 2 எனக்கொண்டால் , நிரூபணம் 

பூரண 
மாகிறது . 

ஆனது : ஐ மட்டும் பொறுத்தது ; 2. ஐப் பொறுத்த 
தல்ல என்பதைக் கவனி , 

மாதிரி : 2 f ( x ) = 2 பகுமுறைச் சார்பல்ல என நிரூபி . 
நிருபணம் : 

f ( z ) = z = x - iy 
u = x ; v = -y 
ди 

av 
= 1 ஆனால் 

1 
ax 

dy 
ди 

ay 

dy 
துெ காஷி - ரைமன் சமன்பாடுகளுக்கு முரணானது . 

ஃ 

2 பகுமுறைச் சார்பல்ல . 
மாதிரி 3 : 

- 4 


// 


--- 


ee 


x 


-| 


e 


2 +0 


{ 


0 

= 0 
என்பது 1 = 0 - ல் பகுமுறைச் சார்பல்ல என நிரூபி . 

-4 


f ( 0 ) 


எல்லை e 0 
z + 0 

z - 0 


z = reir / 4 


எனக் கொள்க . 

- 4 -- 
எல்லை exp ( - / 
f ( 0 ) = 

iT / 4 


) 


Te 


8 


-4 
எல்லை 
r- + 0 

ir / 4 

Te 
f ( 0 ) இல்லை என்பது தெளிவு . 


-- 
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குறிப்பு : ஆனாலும் , 2 = 0- ல் காஷி ரைமன் சமன்பாடுகள் 
சரியாக உள்ளன என்பதைச் செய்து பார் . 


x ° y ( y - ix ) 


மாதிரி 4 : f ( z ) 


x6 + y 


2 + 0 


U , 


ஆனால் , ஆரைத் திசையின் வழியே 2--0 ஆகும் போது 
f ( z ) - | ( 0 ) 

+0 என்றும் , y = x வழியே z +0 


Z 


f ( z ; - f ( 0 ) 


ஆகும்போது 


i 
2 


என்றும் நிரூபி . 


Z 


குறிப்பு : இதிலிருந்து 220 - ல் f ( z ) பகுமுறைச் சார்பல்ல 
என்பது தெளிவு . ஆனாலும் , காஷி ரைமன் சமன்பாடுகள் சரியாக 
உள்ளன என்பதைச் செய்து பார் . 


நிரூபணம் : 


: 


y = mx வழியே , z + 0 எனக் கொள்க 

எல்லை f ( z ) -f ( 0 ) எல்லை 
z + 0 

z + 0 


xiy ( y - ix 
( x6 + y ? ) ( x + iy ) 


Z 


|| 


எல்லை 
* + 0 


x3 mx ( mx -- ix ) 
( x + m x ) ( x + imx ) 


( i ) 


எல்லை m ( m - i ) x2 

-0 
x + 0 [ m + 4 , { ! + im ) 
y = x வழியே , z + 0 எனக் கொள்க . 

எல்லை f ( 3 ) - f (0 ) எல்லை x5 ( x3 - ix ) - 0 
z - 0 

x -0 ( x5 + xs) ( x + ix ) 
எல்லை 

( x -i) 
x - 0 

. ( I + ix ) 


... ( i ) 


மாதிரி 5 : ஒரு பகுமுறைச் சார்பின் மட்டு மாறிலியானால் 
அச்சார்பு ஒரு மாறிலி என நிறுவுக . 

f ( z ) = w = u + iv ஆக இருக்கட்டும் . 
| w / = எனக் கொள்வோம் . 

.. y + y = c 
. ? uux + 2 vvx = 0 

.... 1 
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.. 


-uy 


Vuy = 0 


இதே விதமாக , 2 uu , + 2 = 0 

( 2 ) 
ஆனால் , இது ஒரு பகுமுறைச் சார்பு . ஃ us ayy , Vx = 
ஃ ( 1 ) ல் இருந்து . uux 

( 3 ) 
( 2 ) ல் uuy + wux = 

( 4 ) 
( 3 ) xu + ( 4 ) Xv . ( u + v ) us = 0 
ஃ ux = 0 ... ( 5 ) , ஏனெனில் u + v = c +0 . 
( 4 ) Xu - ( 3 ) xv . ( u + v ) uy = 0 . 
.. up = 0 

( 6 ) 
( 5 ) . ( 6 ) ல் இருந்து u = மாறிலி என்று தெரிகிறது . இதே 
விதமாக = மாறிலி என நிரூபிக்க முடியும் 

ஃ u + iv = w = f { z ) = மாறிலி. 


பயிற்சி 2 


எல்லை 


1. ( i ) f ( z ) = z ஆனால் -- f ( z ) = a என நிரூபி . 


( ii ) f ( z ) = { 


z ... z # a 

எல்லை 
ஆனால் 

f ( z ) ஐக் கண்டு 
0 z = d 

z - a 
பிடி . z = a ல் தொடர்ச்சி உள்ளதா ? 

எல்லை 
2 . 

f ( z ) இருந்தால் , அது ஒரே எல்லை என நிருபி . 
zma 


3 . | z < 1 என்ற அரங்கத்தில் f ( z ) 

அரங்கத்தில் f ( z ) = z +2 ஒரே 
சீரான தொடர்ச்சி உள்ளது என நிரூபி . 


4. z < 1 என்ற அரங்கத்தில் f ( 3 ) = 1 / z 
ஒரே சீரான தொடர்ச்சி உள்ளதல்ல என நிரூபி . 


5. f ( z ) = xy + iy என்பது எல்லாவிடத்திலும் தொடர் 
புடைச் சார்பாக இருந்தாலும் , பகுமுறைச் சார்பல்ல என நிரூபி . 


6. f ( z ) = sin x coshy + i cos x sinh y என்பது தொடர் 
புடைச் சார்பு என்றும் , பகுமுறைச் சார்பு என்றும் நிரூபி . 


y 
7. u = x - y , v = - ஆனால் u , y என்பன இசைசி 

x + y 
சார்புகள் என நிருபி . u + iv பகுமுறைச் சார்பல்ல என நிருபி . 
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2 * 0 


: 


x3y ( x + iy ) 

x4 + yle 
0 


8. f ( z ) - 


= 0 


என்ற சார்பில் y = x வழியாகவும் , y = x2 / 5 

வழியாகவும் z + 0 
ஆகும்போது f ( 0 ) ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடித்து f ( z ) ஆனது 
2 = 0 ல் பகுமுறைச் சார்பல்ல என நிரூபி . 

xy3 ( x + iy) 
9. f (z ) = 

x + y 

... 


2 * 0 


0 


z = 0 


என்ற சார்பு z = 0 ல் பகுமுறைச் சார்பல்ல என நிருபி . 


10. பின் வரும் சார்புகள் z = 0 ல் காஷி . ரைமன் சமன்பாடு 
களுக்கு உடன்பட்டிருக்கின்றன என்றும் , ஆனாலும் அவை 
பகுமுறைச் சார்புகள் அல்ல என்றும் நிரூபி . 
( i ) f ( z ) = V | xy | 

x3 ( 1 + i) - y3 ( 1 - i ) 
( ii ) f ( z ) = 

x + y " 
0 


... 240 


.z = 0 . 


11. பின் வருவனவற்றில் w = + - iv என்ற சார்பு எந்த 
இடங்களில் பகுமுறைச் சார்பு அல்ல என்று கண்டு பிடி . 

( i ) sinh u cos v ti cosh u sin v ( z = = i ) 


( cos u + i sin u ) 


Z = 


( z = 0 ) 


-- 


( 
ii 
) 


( iil) * ( cosy + isiny ) 

( 2 = 0 ) 
( iv ) z = log p + i 4 
w = P ( cos ¢ + i sin p ) 

( z = 0 ) .. 
12. f ( z) = u + iv என்ற பகுமுறைச் சார்பைக் கண்டுபிடி . 


( i ) 


u = e * ( x cosy - y siny ) 

y siny ) ... விடை 2.7 


| 


-7 . 


... 


( ii ) 

( x sin y -y cos y ) விடை ize 
( iii ) u = ( x - 1 } 8 - xy + 3y ! 

விடை . u + iv . இதில் y = xy - 6xy- ( y * / 3 ) 


: 
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sin 2x 
(jy ) = 

cosh ly + cos 2x 


... விடை . tanz . 


X 


( y ) 


u - v = e ( cos y - sin y ) 


.... விடை 


2 


e 


( vi } u - y = 


ey - cos x + sin x 

cosy - cos X 


/ ( 5 ) = , 


விடை . cot ( z / 2 ) + ( ) - // 
( vii ) u = x_1xy " + 3x - 1y + 1 .... விடை z3 + 32 + 1 + c. 
( iii ) u = } log ( x + y ) 

விடை . -iz3 


( i ) u - V 


= 


cos x - t sin x - e 
2 cos x ---- ey 


( 1 ) = 0 


விடை . 1- cot ( z / 2 ) 
( 3 ) u = sin x cosh y + ? cos x sinh y + xs - y : + 4xy . 


விடை . ( 1-2i ) ( sin z + z" ) 


13. ய என்பது x , y என்ற மாறிகளில் m படியுள்ள சமபடித் 
தான சார்பு ஆனால் , ஆய்லர் தேற்றத்தின் படி 
xux + y uy = mul 

( 1 ) 
என்பது நமக்குத் தெரியும் . 1 ஆனது லாப்லஸ் சமன் பாட்டுக் 

i 
கிணங்க இருந்தால் f ( z ) = u + Jux - xuy ) 
ஒருபகுமுறைச் சமன்பாடு என நிரூபி . 

1 

( yyx - Xy) 


1 


( y xx - uy - xuya ) 


1 


y 

( yuxy + ux - xury ) 
இப்பொழுது , ux = vy என நிரூபிப்போம் . 
[ .c . 

mux = yuxy + ux - xuyy என நிரூபிக்க வேண்டும் . 
ஆனால் uxx = -uyy , லாப்லஸ் சமன்பாடு . 

.. mux = y Uxy + 4x + x 4xx 67001 நிரூபித்தால் போது 
மானது . இது ( 1 ) ல் இருந்து தெளிவாகத் தெரிகிறது . 
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இதே மாதிரி uy = - Vx என நிரூபிக்கலாம் . 


மேலும் லாப்லஸ் சமன்பாட்டுக்கிணங்க இருப்பதால் , 


ux ; uy . vx . Vy என்பன தொடர்புடைச்சார்புகள் . 


u + iv ஒரு பகுமுறைச் சார்பு . 


மேற்கண்டதை உபயோகித்தோ ( அன்றி வேறு முறையிலோ ) 
w + iy என்ற பகுமுறைச் சார்பைக் கண்டுபிடி . 


( i ) u = x_3xy3 


விடை 2 


( ii ) y = y / x + y ) .... விடை - 1/ z . 


( iii ) u = ax2 + 2bxy - ays 


விடை ( a - ib ] z 


( iv . xy / ( x4 Fy ) 


விடை ! இசைச்சார்பல்ல . 


14. பின் வருவனவற்றை நிரூபி 


i ) 


d 


3 


( i ) 


- 


a 
+ 

dz 


x 


이성 


( hi ) * = 1 { * - * } 

* 
(iv ) 7 = * - ** = 2 : 


( iii ) V 


d 
x 


+ -i 


d 
ay 


2 


d 
dz 


( v ) B ( z , z ) = P ( x , y ) + i Q ( x , y ) ஆனால் 

Px - Q , + i ( Qx + Py ) = 2Bz 


( vi ) R = log f ( z ) | ஆனால் Rxx + ; Ryy = 0 


( vii ) R = If (z ) | 2 ஆனால் Rxx + Ryy = 4 | f ( z ) | 
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15. f ( z ) = sin z = u + iv ; c , c என்பன மெய் மாறிலிகள் 
ஆனால் , u = c , y = c என்ற வளைவரைகள் 2- தளத்தில் செங் 
குத்தாய் வெட்டிக்கொள்ளும் என நிறுவுக . 
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16. u = e ( x cos y + y sin y ) = c Toit வளைவரை , 
செங்குத்தாக வெட்டும் வளைவரைகளின் பொது ரூபம் யாது ? 


X 


விடை 


( x sin y ~ y cos y ) = c . 


17.u + iv ஒரு பகுமுறைச் சார்பானால் , " , " 
a2p 1 

1 20 
என்பவை + 

10 
ar 3 382 


+ 


r 


T 


என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் என நிரூபி . 


YO 


- 


ஃ . 


Vrg 


= rurr + Ur : Ver 


-ugala 


ஆனால் 


Pro 


Yor 


ஏன் ? 


: rur + rur + Wae 


0 . 


= 0 . 


இதே விதமாக , r vrr + r vr + y 

00 
இவை , 

லாப்லஸ் சமன்பாட்டின் 
வடிவம் . 


துருவ ஆயத்தொகை 


18. பின் வருவன இசைச் சார்புகள் என நிரூபி . அதன் 
இணை இசைச் சார்பையும் , அவைதரும் பகுமுறைச் சார்பையும் 
கண்டுபிடி . 


( i ) 2 : ( 1 - y ) ....... விடை 2y + y ; 2z + iz 
( ii ) x - y - 2xy - 2x + 3y ...விடை x - y + 2xy - 3x - 2y 


( iii ) 3x y + 2x- 2y --y .... விடை 2z - izs 


(iv ) xercos ) - yex siny ... 


விடை zez 


1 


(( v ) e 


2xy 


sin ( x - y ) ... விடை -iciz 


1 


1 


3. அடுக்குத் தொடர் 


3-1 தொடரின் எல்லை 

u , ( 2 ), 4 , ( z ) , ... un ( z ) , ... என்ற தொடரை { un ( z ) } எனக் 
குறிப்பிடுவது வழக்கம் . ஒரு கொடுக்கப்பட்டால் , n > N ஆக 
இருக்கும் போது . / un (3 ) -u ( z ) ( 5 என இருக்கும்படி ஐக் 
கண்டுபிடிக்க முடியுமானால் u ( z ) ஐ un ( z ) - ன் எல்லை என்று 
சொல்வோம் . இதனை , 
எல்லை 

un ( z ) = u (z ) என எழுதுவோம் . 
1 + 0 


3.2 . தொடரின் தொகையின் எல்லை 


S. ( z ) = ul ( 2 ) 
S , ( z) = u ( z ) + uz ( 3 ) 


Sr. ( z ) = u ( 3 ) + u , ( z ) + + un ( 2 ) 
ஆனால் S. ( z ) ஐ 1 ஆவது தொகை எனலாம் . இப்பொழுது , 
{ S. ( z ) } ஒரு தொடர் என்பது தெளிவு . எனவே , 


எல்லை 


S. ( z ) = 


S ( E ) ஆனால் 


L un ( z ) 


1 + 0 


n = 1 


என்பது ஒருங்கல் அடையும் தொடர் அல்லது ஒருங்கல் தொடர் 
என்று சொல்வோம் . இல்லாவிடில் 2 un ( z ) ஒரு 

) விரிதொடர் 
ஆகும் . 


3.3 . அடுக்குத்தொடர் 


60 , as 2 . 

... என்பவை 


கலப்பெண்களாகவும் , 


3 


ஒரு 


ல 


கலப்பெண் மாறியாகவும் இருந்தால் 2 ar ( z - a ) " ஐ 


-0 
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அடுக்குத் தொடர் என்போம் . இதில் 
இது 2 an " ஆகும் . 
ஆகும் . எனவே 

அடுக்குத் 
வடிவமாக 


= 7 + a ஆனால் 
தொடரின் நியம 


o 
Σ 


an zn 


m = 0 


என்பதைக் கொள்வோம் . 2 - வில் n- ன் எல்லைகளைக் குறிப்பிடா 
விட்டாலும் , 1 ஆனது 0 - விலிருந்து 0 வரை மாறுகிறது எனக் 
கொள்க . 
3.4 . அடுக்குத் தொடரின் அறவொருங்கல் 

2 | an | | z | " ஆனது ஒரு ஒருங்கல் தொடராயிருந்தால் , 
Lanz " ஐ ஒரு அறவொருங்கல் தொடர் என்போம் . 

ஆனால் , 2 | an | | z | -ன் உறுப்புகள் மெய்யானவை . 
ஆகையால் , மெய்மாறிகளின் பகு இயலில் பயின்ற காஷியின் 
மூலசோதனை மூலம் . 
எல்லை 

| an | 1 / n 

| z | < 1 


n- + ல 


அல்லது , டி - லாம்பர்ட் விகித சோதனைப்படி 


எல்லை 


| 


an + 1 


| Iz | < I 


( 2 ) 


an 


ஆக இருந்தால் , 2 | an | [ z | " என்பது ஒருங்கல் தொடராகவும் , 
Lanz " ஒரு அறவொருங்கல் தொடராகவும் இருக்கவேண்டும் என 
அறிவோம் . 

இப்பொழுது , 


1 / n 


எல்லை 


..... ( i ) 


no 


| * - * 

| 





- 


எல்லை 


an + 1 


அல்லது 


| 


1 
K 


( ii ) 


+0 


01 
. 


எனக் கொள்வோமானால் ( 1) . ( 2 ) -ல் இருந்து | 1 | < R ஆனால் 
அடுக்குத்தொடர் அறவொருங்கல் அடையும் என்றும் , ( z | > R 
ஆனால் அடுக்குத் தொடரானது விரிதொடர் என்றும் முடிவு 
செய்யலாம் . | z | = R ஆனால் அடுக்குத் தொடரைக் குறித்து 
உடனே முடிவு செய்ய இயலாது . தீவிரமாக ஆராய்ந்து தான் 
முடிவு காண வேண்டும் , 
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| z = | R என்ற வட்டத்தை ஒருங்கல் வட்டம் என்றும் , R ஐ 
ஒருங்கல் ஆரம் என்றும் அழைப்பது பொருந்தும் . 


1 / n 


எல்லே 


1 

எல்லை 
R 

n + 0 
என்பது நினைவிற் கொள்ளத்தக்கது . 


| . | 


an + 1 


3-5 நினைவூட்டுகிறோம் ! 

எல்லை 
( i ) LA ஒருங்கல் தொடரானால் 


ur = 0 


ப 
( ii ) 2 

ஆனது P > | ஆனால் ஒருங்கல் தொடர் ,. 
ny 
PS | ஆனால் விரிதொடர் 


Vn 


எல்லை 
( iii ) ஒப்பிடும் சோதனை 

Mr = k ஆனால் 2 ஒருங்கல் 

n + 0 
தொடராயின் , Zun உம் ஒருங்கல் தொடர் . அல்லாமல் 2yn 
விரிதொடராயின் , 25. உம் விரிதொடர் . 

எல்லை 

1 / n 
( iv ) மூல சோதனை . 

= 1 ஆக இருக்கட்டும் 


21 


un 


| 


I < | ஆனால் Lux ஒருங்கல் தொடர் . I > | ஆனால் Lux விரிதொடர் . 
= ஆனால் இச்சோதனையால் பயன் இல்லை . 


எல்லை ) un + 

Un 


( v ) விகித சோதனை 

< 1 ஆனால் Lua ஒருங் 
கல் தொடர் . இவ்வெல்லை > 1 ஆயின் Lun விரிதொடர் . 
எல்லை = 1 ஆனால் இச்சோதனையால் பயன் இல்லை . 


3-6 . தேற்றம் 1 : 

z = z . ஆக இருக்கும் போது , Lanz " ஒருங்கல் அடைந்தால் . 
z < z . 

ஆக இருக்கும்போது Lanzn ஒரு அறவொருங்கல் 
தொடராகும் . 


. 


1 


நிருபணம் : 


Lana ஒருங்கடைவதால் , இதன் ஒவ்வொரு உறுப்பும் 
வரம்புடையதாகும் . எனவே ,, 


n = 0 , 1 , 2 , ... ஆனால் | an z " | < M . 


5 
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| Zo 


இதில் M என்பது ஒரு மிகையெண் . இப்பொழுது , 
| z||zo | கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 

| z | 
ஃ . = k < | ... k ஒரு மிகையெண் . 

| z . | 
ஃ LMk என்ற பெருக்குத் தொடர் , 
k < ஆனதால் ஒருங்கடையும் என அறிவோம் . 

| 2 | 
மேலும் , 2Mkn = LM 

( 

> z | an | | z | " 
ஆனால் 2Mk ஒரு ஒருங்குத் தொடர் 

ஃ Lan 2 " ஒரு அறவொருங்குத் தொடர் . 
37. தேற்றம் 2 : 

Lanz ? என்ற அடுக்குத் தொடரின் ஒருங்கல் வட்டம் 
| z | = R ஆனால் , Enan z 

n - 1 

என்பதன் ஒருங்கல் வட்டமும் 
| z | = R ஆக இருக்கவேண்டும் . 
நிரூபணம் ! 

n - 1 
Lanz " , Enanz என்பவற்றின் ஒருங்கல் ஆரங்கள் முறையே 
R. R ஆக இருக்கட்டும் . 

R = R என நிரூபிக்கவேண்டும் . 


In 


எல்லை 
இப்பொழுது , 

n- + 0 


an 


| 


= R | 


( 
i 
) 


1 / n 


எல்லை 
n- + ல 


| 


... 


-R 


non 


( ii ) 


1 / m 


அதாவது , 


an 


எல்லை 11 /n 

எல்லை 

n- + 0 
1. R = R 


| 


= R 


எல்லை 1 / n எல்லை n + 1 


குறிப்பு : 1-0 


fil 


1 . 


no 


38. தேற்றம் 3 : 

அடுக்குத் தொடரின் தொகையானது , ஒருங்கல் வட்டத் 
தினுள் ஒரு பகுமுறைச் சார்பாகும் . 
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நிருபணம் : 

f ( z ) = Lax2" ஆகவும் . 

g ( z ) = z nan zh - 1 ஆகவும் இருக்கட்டும் . 
இவற்றின் ஒருங்கல் ஆரங்கள் சமமென அறிவோம் அது 
R ஆக இருக்கட்டும் . 

இப்பொழுது , 2 ஆனது ( z | = R என்ற வட்டத்தின் உள்ளே 
உள்ள புள்ளி ஆனால் , r என்ற மிகையெண்ணை | z | < r < R என்ப 
தற்கிணங்க காண இயலும் . 

: 2 aar " உம் ஒரு ஒருங்கல் தொடர் . 

ஃ | amr " | < M 
அதாவது , | an < M /r 

இனி , -ஐ | z | + Th < r என இருக்கும்படி எடுத்துக் 
கொள்வோம் . ( z | = p ஆகவும் , Th | = 3 ஆகவும் இருக்கட்டும் . 
அப்படியானால் , 

- ) 

8 ) 
h 


n - 2 n - 3 

n - 1 
h + .Cz h2 + ... + h 


n - 2 


n - 3 
E + nC : P 


+ E 


= T 


| 

| 
= | za , { E ++ == - = - } 
| za { "c 
= 2 | a | | {.c. " 

"-1 } 
x * { £ + 3 " - "" ---} 
* = {{ t )- (4 ) - + ( 4 ) } 

= ( -- 
இப்பொழுக - ( + ) = ( - +-) 

- (- ) - 


* 


0 
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- 1 


இதே விதமாக 


st)- ( 
1 ) 


( r - P ) 


-2 

P 
P 

P 
1 

{r - P ) 
ஃ ( 1 ) வது சமன்பாட்டின் வலப்பக்கம் 
M 
r - P - S r - p 

( r - P ) 3 


(r - 


r - p + S 
( r- p } 


N { --- *** } 
{ 4 

! } 
( a ) | 


E 


| 


Mr | ( - P ) " - [{r - Ph - s - 1 

{ r - P - 3 ) ( r - P ) 
f (z + h) - f ( z) 

Mr : 
g 
h 

( r - p - s ) ( r - P ) " 
இப்போது , +0 ஆனால் , Ik = +0 ஆகும் . 

எல்லை f (z + h ) - f ( z ) 
அதாவது , h + 0 

h 
எல்லை f ( z + h ) - f ( z ) 
.. 

= g ( z ) 
h + 0 

h 
ஃ . f ( z ) 

= ? ( z ) 
| z | < R ஆனால் g ( z ) இருக்கிறதென அறிவோம் , ஃ f (z ) 
இருக்கிறது . அதாவது , f (z ) ஆனது , [ z | < R ஆனால் . ஒரு பகு 
முறைச் சார்பாகும் . 


| 


g ( z ) 


| 


= 0 


மாதிரிக் கணக்குகள் ! 

மாதிரி 1 : 2 - ன் எந்த மதிப்புக்கு , பின்வரும் அடுக்குத் 
தொடர்கள் ஒருங்கல் தொடராகும் ? 

( i ) 27 ( ii ) z niz " ( iii ) z 2" 


1 


an + 1 


1 


( i ) இதில் an = 


: an + 1 


- 


1 
( n + II 


ஃ . 


n ! 


an 


n + 1 


எல்லை 


an + 1 


1 
R 


எல்லை 
n + 0 


|| 


1 
n + 1 


= 0. ஃ R = 0 . 
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| z | < 0 ஆக இருந்தால் , அதாவது z = 0 

, தவிர, 
மற்றெல்லா மதிப்புகளுக்கும் ஒருங்கல் தொடராகும் . 

ar + 1 ( n + 1 ) ! 
( ii) இங்கு = ni . . 

= n + 1 . 
ப 

! 
1 எல்லை an + 1 

எல்லை 

( n + 1 ) = 0 . R = 0 . 
R 

as 
ஃ . 2 = 0 ஆனால் தான் இது ஒருங்கல் தொடராகும் . 
மற்றெல்லா மதிப்புகளுக்கும் இது விரிதொடர் . 


(iii ) இங்கு n = 1 . . 


| Gr + 1 

an 


= 1 . 


| 


எல்லை 


1 
R 


எல்லை an + 1 

an 


-- 


1 = 1... R = 1 . 


.. | z | 1 ஆனால் இது ஒருங்கலடையும் . 


அடுக்குத் தொடர்களின் ஒருங்கல் 


மாதிரி 2 : பின்வரும் 
ஆரத்தைக் கண்டுபிடி : 


( I ) x { 12 + 5i ) " z " ( ii ) x 


( 1+ 1 ) * 


20 


13 


( iii ) - 

nV2 + i 
1 + 2in . 


( iv ) 2 


ப 
37 + 4 


z7 


n ! 


( v ) 2 


( n ! 3 
2n ! 


27 


( vi ) 2 


an 


21 


1.4 ... (3n - 2 ) 
( vii ) - 

( z - 3 ) 
3.7 ... (4n - 1 ) 

( viii) 1 

( n + 1 ) 35 

1 / m 
( i ) இங்கு = ( 12 + 5i ) " . .. " 

| a | | 12 + 5i | = 13 


எல்லை 


1 /m 


1 
R 


= 13. ஃ R = 1/13 . 


n > o Tan | 


na 


( ii ) இங்கு வா 


( 1+ + ) " 


* 14 "= ( 1+ + )" 


எல்லை 


1 / m 


lan ! 


ஃ R = 1/ e . 


R 
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} 


11 


i an + 1 


3nti 


anti 


Goa ant ? 

கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 
n2 + 1 

1 + 2 n2 
( iii) lan ] - 

1 + 2in 

1+ 4n 
1/2 

1/2 
2n2 

1 + 1 / 2n2 
4n2 

1 + 1 / 4n2 
1 /n 1/21 
1 

1 / 2n 

1 -1 / 2n 
" lant 

1+ 
2 2n2 

4n3 
1 / n 
1 எல்லை 

lan ! = 1 , R = 1 . 
R M- + 
1 

1 
( iv ) an = 
30 + 4 

+4 
31 +4 1 + ( 4/3 " ) 

3n + 1 +4 
an 

3+ ( 4/3 ) 

1 

..R 3 . 
R 

3 
( n ! ) 
( v ) an 

( n + 1 ! ) 2 
2n ! 

( 2n + 2 ) ! 
( n + 1 ) 

n + 1 1+ ( 11n ) 
An 

( 2n + 2 ) (2n + ! ) 4 ( 2n + 1 ) 4+ ( 2 / n ) 
1 

1 

..• R = 4 
R 
n ! ( n + 1 ) nn 

1 . 
( vi) an 
n " 

( n + 1 ) 
1 

1 

,, R - e . 
R no 
1.4 ... ( 3n -- 2 ) 

1.4 ... ( 3n - 2 ) ( 3n + 1 ) 
( vii ) an 3.7 ... ( 4n - 1) 

3.7 ... ( n - 1) (4n + 3) 
3n + 1 3+ ( 1 / n ) 
an 4n + 3 4+ ( 3/6 ) 

3 

4 
R 

:: R 
4T 

3 


எல்லை an + 1 
100 an 


: anti 


anti 


2 


எல்லை an + 1 

an 


ant1 
an 


n -t1 


(1+ 
7 )" 


}} 


an 


e 


On + 1 


ant 1 


w Onts 
no an 


es 


R A송 
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| 


s 


( 1 
( viii ) ( sz -3 ஆனால் , தொடரை 2 

{ n + 1 ) 57 
என எழுதலாம் . இப்பொழுது 

1 

1 
anti 

( n + 2 / 3 57+ 


am 


( n + 1 ) 57 


an + 


. 


( n + 1 } 3 
( n + 2 ) 35 


( 1 + 1 / m ) 
( 1 + 2 / m ) * . 5 


எல்லை an + 1 


1 
R 


== 


+ 


.. R = 5 


குறிப்பு : இதன் ஒருங்கல் வட்ட மையம் ( 3,0 ) ஆகும் . 


தொடர்கள் ஒருங்கல் 


மாதிரி 3 : பின்வரும் அடுக்குத் 
அடையும் அரங்கங்களைக் கண்டு பிடி : 


(i) 2 (( 2-1 ) " 


( - 1) " - 1,2n - 1 


(iv ) 2 


( 21-1 ) ! 


1,4... An - 2 ( 1 

( :)" 
(th s ( 
GAI )" 

s ( +1 ) " 
(1) x = 1 , 


( v ) 2 22 

1 + i 
1 - Z 

ஆனால் , தொடரானது Lan " " ஆகும் . இதில் 
1. 4 ... ( 3n - 2) ; 

1.4 ... (3n - 2) ( 3 + 1 ) 
an + 1 

( n + 1 ) / 


1 
R 


an + 1 

3n + 1 3+ ( 1jn ) 
an 

r + 1+ ( 1 / m ) 
எல்லை an + 1 

= 3... R = 1/3 . 
1- + 0 

an 
I < ஆனால் , இது ஒருங்கல் தொடராகும் . 

+ i.e . 31 - z | z | 


- Z 


i.e. 


2 


i.e. 9. 11 - z | < | z | i.e. 9 [ [ -z ) ( l - z ) < zz 
1.e. 8zz - 9 ( z + z ) +940 


12 
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< 0 


i.c. 


81 
64 


1.6 . 21- ? ( = + 2 ) + ? < 

( - ) ( : - ?) + < 3 

| --- / 
16 |: 


9 


i.e. 


64 


3 


9 
8 


< 3 


. 


m 


9 

3 
ஃ ஒருங்கல் வட்டத்தின் மையம் 

ஆரம் 
8 

8 
( ii ) ( = iz - 1 ஆனால் , தொடரானது Lan " ஆகும் . 

1 / n 

1 
இதில் & n = 

ஃ | an | 

1 
i 

V5 
1 
R V5 

அதாவது , R = V5 
17 < / 5 ஆனால் இது ஒருங்கல் தொடர் 
i.c. | z + i ) < / 5 . 
ஃ ஒருங்கல் வட்டத்தின் மையம் - i ) ஆரம் 45 . 


* 


ஃ . 


n + 1 


, un + 1 


| 


21 

21 
(ili ) இதில் ur = 
z + l + i 

z + 1 + i 
2i 

2 
ஃ 
um 

Z + 1 + 1 | z + 1 + i | 
எல்லை | um + 1 

< 1 ஆனால் இது ஒருங்கல் தொடர் . 
un 

2 
. 

< / 
| z + 1 + i | 
i.e. | z + 1 + i > 2 

- ( 1 + i ) ஐ மையமாகவும் , 2 ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட 
வட்டத்திற்கு வெளிப்புறத்தில் இது ஒருங்கல் தொடராகும் . 
um + 1 

+ 
" 

( 2n - 1 ) 
(iv ) 
um ( 2n + 1 ) / 

( -1) -1 221-1 

2 
( 2n + 1 ) 2n 


( - + ) " ( + ) 

| 
12 +1+ 


-ய 


அடுக்குத் தொடர் 


7 . 


எல்லை | um + 1 


1 
R 


| z11 
( n + 1 ) 2n 


= 0 . : R = 0 . 


น ( น 


z = 0 தவிர , 

தவிர , மற்றெல்லா மதிப்புக்கும் , இது 
ஒருங்கல் தொடராகும் . 

( v ) 1 + z = ( எனக் கொண்டால் தொடரானது 


( 1 + i )" 


( n + 1 ) 


2 


an + 1 
an 


* " ஆகும். 

( + " - ( 1+ + + 
| 


( 1 + i) +1 


எல்லை 


1 
R 


an + 1 
an. 


ஃ . R = V2 


M2 


n = 0 


|| < 02 ஆனால் , இது ஒருங்கல் தொடர் . அதாவது , 
11 + z | < 02 ஆனால் இது ஒருங்கல் தொடர் . 


மாதிரி 4 : 2 ஆனது ஒருங்கல் வட்டத்தில் இருக்கும் போது , 
பின்வரும் அடுக்குத் தொடர்களின் தன்மையை ஆராய்க ! 


( -1 ) ^ z " 


21 


zen 


( i ) - 


( ii ) E 


( ili ) - 


n ( log n ) ? 


n 


1 + 4n 


( i ) இதன் ஒருங்கல் வட்டம் | z | = 1 . ( இதை நிரூபி ) 
z ^ 

1 
இப்பொழுது n ( logn ) 

n ( log n ) 


1 


ஆனால் 2 


n (log njr ஒரு ஒருங்கல் தொடர் என்பதைக் 


காஷியின் ஒடுக்கல் (condensation ) சோதனை மூலம் அறிவோம் . 
ஃ . கொடுக்கப்பட்ட தொடர் | z ] = 1 - ல் அறவொருங்கல் 
தொடராகும் . 


( ii ) இதன் ஒருங்கல் வட்டம் ( 2 


= 1 என்பது தெளிவு . 


1 


2 = -1 ஆனால் , தொடரானது 2 


ஆகும் . 


7 


இது விரிதொடர் என்பது தெளிவு . 


|- 


74 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


1 


இனி , a = 


( - 1 ) " 2 : Un 

! = 


எனக் கொண்டு 2 as a ஐ 


டிரிக்லி சோதனைப்படி பரிசோதிப்போம் . 

| S. | = | -z + z - z3 + ... + ( -1)^ z ^ | 


- z { 1 - ( - z } ) } 

( 1 + z ) 


z + -.1 


S 


| -z | + | ( -1 ) ^ zn + 1 | 

| 1 + z | 


2 
| 1 + z | 


ஃ . 


L an ஆனது வரம்புக்குட்பட்டது . 


எல்லை 


எல்லை 1 


மேலும் , 


ba = 


n- + O 


n 


பின்னரும் , 2 | un - un + 1 | 


( A - + ) 


1 
n ( n + 1 ) 


என்பது ஒருங்கல் தொடராகும் . 


z = – 1 தவிர மற்றெல்லா மதிப்புகளுக்கும் , ஒருங்கல் 
வட்டத்தில் ஒருங்கல் தொடராகும் . 


( iii ) இதன் ஒருங்கல் வட்டமும் | z | = 1 என்பது தான் . 
z = * 1 , z = = i ஆக இருக்கும் போது , தொடரானது 
1 

இது விரிதொடர் என்பது தெளிவு . 
ஒப்பிடுக ) . 


( 


உடன் 


4n + 1 


எனக் கொண்டு 

டிரிக்லி 


இனி an = z4n / un = 

4n + 1 
முறைப்படி பரிசோதிப்போம் . 


| S.I 


| 1 + z4 + z8 + ... + zh - 4 | 


- 


4n 
1 - z 


| 


. 


அடுக்குத் தொடர் , 
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4m 
1+ Iz ) 
11- 24 | 


S 


2 


= 


| z | = | 


.. S = Zan வரம்புக்குட்பட்டது . 


எல்லை 


எல்லை 


1 


மேலும் - 


: 0 . 


n + w 4n + I 


பின்னரும் Z | un - un + 1 | 


un + 1 | = 1 


( 


1 
4n + 1 


1 
4n + 5 


+ 


- ) 


4 
( 4n + 1 ) ( 4n + ) ) 


என்பது ஒருங்கல் தொடராகும் . ( 


உடன் ஒப்பிடுக ) 


• Eas an ஒருங்கல் தொடராகும் . அதாவது , 2 = +1 , + l 
ன்ற மதிப்புகள் 

மதிப்புகள் நீங்கலாக , மற்றெல்லா மதிப்புகளுக்கும் 
ஒருங்கல் வட்டத்தில் இது ஒருங்கல் அடையும் , 


பயிற்சி 3 : 


1. பின் வரும் அடுக்குத்தொடர்களின் ஒருங்கல் ஆரம் யாது ? 


z 


7 


22 


(i ) - 


( ii ) 2 


( iii ) 2 ( log n ) " z " 


nP 


ni 


n 


2 


( iv ) 2 


8 
ல் 


( v ) 2 


2- ^ zn 
1 + n 


( vi ) 3 (3 + 4t )" 2" 


2 log n 


n 


n 


MEn 


- 1 ) ( z - 2i ) 


( vii ) 2 


2 + in 

20 


z " ( viii ) 22 


z ( ix ) - 


( x ) 1+ 


a.b 

+ 


a ( a + 1 ) b ( b + 1 ) 

1-2 c ( c + 1 ) 


z + .... 


I C 


1.3.5 
2 5 5 


73 + ... 


. 


:: 


. 
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( n + 1 ) z* 
( xii ) E 

( n + 2 ) ( n + 3 ) 
விடை : ( i ) 1 ( ii ) w (iii) 0 ( iv ) 1 ( v ) 2 ( vi ) 1/5 

( vii ) 2 ( viii ) 1 ( ix ) 1 ( x ) 1 ( xi ) 7/3 ( xii ) 1 . 
2. பின்வரும் அடுக்குத் தொடர்களின் தன்மையை ஒருங்கல் 
வட்டத்தில் கண்டுபிடி . 


( i ) - 


an 
( ii ) 2 

2 


(iii ) 2 


8AN 


( -1 ) " z » 
n log n 


n log n 


விடை : ( i ) z = 1 ல் மட்டும் விரிதொடர் . 


( ii ) z = 1 
( iii ) z = -1 


27 


= 2 


3. f ( z ) 

ன் ஒருங்கல் ஆரம் 2 என்றும் , 272 

27 + 1 
ஆகும் போது ( 2 - z ) f ( z ) > 2 என்றும் நிரூபி . 

4. z ன் எம்மதிப்புக்கு Z ( -1 ) ^ ( 2 " + zn + 1 ) ஒருங்கல் 
தொடராகும் ? அதன் தொகை என்ன ? விடை | z | < 1 ; 1 


13 


1 
5. z- ன் எம்மதிப்புக்கு : 

ஒருங்கல் தொடராகும் ? 

( z : +1) 
அதன் தொகை என்ன ? விடை | z + 1 / > 1 1/23 


1 


4. தொகை காணல் 


41. இப்பொழுது 2 • 1 முதல் 2 • 2 வரை உள்ள வரை 
யறைகளை நினைவுபடுத்திக் கொள்வது நலம் . 


வளைகோடு குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையுள்ள ஒழுங்கான 
( ஜார்டன் ) வில்கள் தொடர்ச்சியாக சங்கிலித் தொடர்போல் 
இருந்தால் அதனை வளைகோடு { contour ) என்போம் . இது 
தன்னைத்தானே வெட்டிக் கொள்ளாமல் அடைத்த கோடா 
யிருந்தால் இதனை அடைத்த ( closed ) வளைகோடு எனலாம் . 
எடுத்துக்காட்டாக , வட்டம் ஒரு அடைத்த வளைகோடாகும் . 


எளிதாகத் தொடுத்த அரங்கமும் , பல் வகையாகத் தொடுத்த 
அரங்கமும் . D என்ற திறந்த தொடுத்த அரங்கத்தை எடுத்துக் 
கொள் . இதனுள் உள்ள ஒவ்வொரு அடைத்த வளைகோட்டின் 
உட்புறம் உள்ள எல்லாப் புள்ளிகளும் D ஐச் சேர்ந்ததானால் , 
அதை எளிதாகத் தொடுத்த அரங்கம் என்போம் . இன்றேல் , 
அது பல்வகையாகத் தொடுத்த அரங்கம் ஆகும் . எடுத்துக் 
காட்டாக , ஒரு வட்டமானது எளிய தொடுத்த அரங்கம் . 
ஆனால் இரு பொதுமைய வட்டங்களுக்கிடையே உள்ள அரங்கம் 
பல்வகையாகத் தொடுத்ததாகும் . 


4-2 . கோட்டுத்தொகை காணல் ( Line Integral ) 


C என்ற கோடு a விலிருந்து B வரை செல்லும் ஒரு 
வளைகோடாக இருக்கட்டும் . இது குறிப்பிட்ட நீளம் உடைய 
தாக இருக்கட்டும் . f ( z ) என்பது C யில் 

உள்ள ஒவ்வொரு 
புள்ளியிலும் வரையறுக்கப் பட்டதாயும் , தொடர்ச்சி உள்ள 
தாயும் இருக்கட்டும் . ஐப் பின்வருமாறு பகுதிகளாகப் பிரி . 

a = zo , 21 , 22 , ....... Zn = B 
Lk என்னும் புள்ளியை 1k - 1 , Ik ஐ இணைக்கும் வில்லில் எடுத்துக் 
கொள் . இதில் n + 0 ஆகும் போது ( zk - Zk- - ன் உச்ச 
மதிப்பு பூச்சியத்தை அணுகினால் , 
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1 


1 


குறித்த 


Sr = f ( x ) . ( Zk - Zk- 1 ) ஆனது 

k = 1 
எல்லையை அடையும் . இதனையே 

B 
lc f ( z ) dz = [ f ( z ) dz என்போம் . 


.. 


4-3 . இதனையே வேறுமுறையில் வரையறை 

செய்வதும் 
உண்டு . x = ¢ (t) ; y = V ( t) ; asts 5 என்பது C என்ற 
வளைகோடாக இருக்கட்டும் . t = a , b ஆக இருக்கும் போது , 
I = a , 8 ஆக இருக்கட்டும் . மேலும்... என்பவை 
தொடர்ச்சியான சார்புகளாகும் . இப்பொழுது 

b 
| fp ( t ) + iv (t ) ] [ (1 + i (t ) ] dt 


c f ( 2 ) dz 


dz = 


a 


என வரையறை செய்வோம் . மேலும் , 


u + iv = f ( t ) + iV ( t ) ] ஆனால் , 
b 

b 
sc f (2 ) dz = 

(up - W ) dt + i | (ur + vp ) dt 


// 


sc 


( u dx - yady ) + i ( u dy + u vx ) 


என்று எழுதலாம் . 


B 
dz ஐ வரையறையிலிருந்து 


44. A. Ic dz = 


கண்டுபிடி . 


H 


B 

dz = 


எல்லை 


Y f ( Lk ) ( zk -Zk - 1 ) 
k = 1 


n 


= 


எல்லை 
n-+ 0 


.. f ( x ) = 1 


L ( zk - zk - 1 ) 

Zk - 1 ) ... 
k = 1 


11 


Zn - z . = 8 - 
குறிப்பு . இது அடைத்த வளைவரை யானால் a = 8 . 

ic dz = 0 . 


தொகை காணல் 
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4-4 . B. Tc z dz = 


B 
| z 

z dz = ( B - a ) / 2 


Ic zdz = 


எல்லை 
n- ல 


L ( k ( zk - zk | ) ... ... f ( tx = { r 
k - 1 


எல்லை 

L_Z1 (zy -- zt - 1 ) 
k = 1 


n 
எல்லை 

L 24-1 ( 2 : - 24-1) 
k = 1 


n 


எல்லை 

L 1 ( zz + zx - 1 ) ( 11 -- 21-1 ) 
k = 1 


எல்லை 

L } [ ( z : -Z0 " ) + (2 , - z; " ) + ... + (zn * -Zn - 1 ") ] 
n + 

k = 1 
1 ( zn - z . ) = ( B - a ) / 2 . 

( B 


7 - d 


1 
4.4C . -ன் தொகையீட்டை , C என்ற வட்டத்தைச் 
சுற்றிக் கணக்கிடு . C ஐ | z - a | = R என்ற வட்டமாகக் 
கொள்க . 

i 
C என்ற வட்டத்தின் சமன்பாடு z - a = Re . 8 ஆனது 0 - ல் 
இருந்து 21 வர மாற , 2 ஆனது C ஐ ஒருமுறை இடஞ்சுழி சுற்றி 
வரும் . 


27 


dz 


| 


S 


181 
Re . ide 


2 - a 


Re 


i8 


-- 


21 
= i | da = 2i . 


4.4D . n -1 ஆனால் IC ( z - a ) " dz = 0 என நிரூபி .. 


21 


Ic ( z - a ) " dz = 


ſ"Ring Reit . ida 


80 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


21 


n + 1 
iR 


i (n + 1 ) 8 

de 


= 


n + 1 


( n + 1 ) 


i ( n + 1 ) 8 27 
iR 

i ( n + 1 ) 0 

0. இதில் n # -1 . 
4.4 E. Z. ஐயும் , zx ஐயும் இணைக்கும் 

Z. ஐயும் இணைக்கும் C என்ற வளை 
கோட்டின் நீளம் ட ஆகவும் , C யில் If ( z ) | ன் உச்சமதிப்பு M 
ஆகவும் இருந்தால் TIC f (z) dz | S ML என நிரூபி . 


4 2 ல் உள்ளபடி ( k என்னும் 

புள்ளியை 
இணைக்கும் வில்லில் எடுத்துக்கொள் . 


Jc ( 
a 
) a = எல்லா 


f ( x ) ( 21 - 21-1 ) 


k = 1 


இப்பொழுது , ( 2f ( i ) ( 71 - Z1- 1 ) | 

< Y If ( b ) | | z - Z - 1 | 


n 
Μ Σ 

k = 1 


| z - Z- 1 | 


n ஆனது ஐ அணுக , | z1-2-1 | ன் உச்ச மதிப்பும் 
பூச்சியத்தை அணுகும் . எனவே 

| Ic f ( z ) dz | < Ic If (z) | | dz | 


< M IC | dz | 


** 

(* ) +(5 ) 


at 


< M L. 


குறிப்பு : to . tn முறையே 20 , 2 க்கு இசைந்தவை . 4-3 ல் உள்ள 
குறியீட்டைப்பார் . 
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இந்தத் தேற்றம் மிக 

முக்கியமானதாகும் . இதைப் பல 
தடவை பின் வரும் தேற்றங்களில் உபயோகிப்போம் . 

இனி 
( Goursat ) கூர்சாவை ஒட்டி , பின்வரும் காஷியின் தேற்றத்தை 
நிரூபிப்போம் . 


4-5 காஷியின் தேற்றம் 


C என்ற எளிய அடைத்த வளைகோட்டின் மேலும் , உள்ளும் 
f ( z ) பகுமுறைச் சார்பாயிருந்தால் , ICf ( z ) dz = 0 ஆகும் . 


துணைக்கோட்பாடு : 1 என்பது கொடுக்கப்பட்ட மிகை 
யெண்ணாக இருக்கட்டும் . 
இருக்கட்டும் . C யின் 

உட்பகுதியைப் படத்தில் 
காட்டியபடி சதுரங்களாலும் , அரை குறைச் ( partial ) சதுரங் 
களாலும் 

ஆன 

வலைக்கண்களாகப் ( meshes ) பிரிப்போம் . 
ஒவ்வொரு வலைக்கண்ணிலும் உள்ள z- ன் எல்லா மதிப்புக்கும் 


f (z ) - f ( zo) - f ( zo) | < s 


1 

( 1 ) என இருக்கும் 
z- 20 
படி 30 என்ற புள்ளி இருக்கும் . இத்தகைய , முடிவுள்ள ( inlte ) 
வலைக்கண்களை உடையதாக C ஐப் பிரிக்க முடியும் . 


G யின் உட்புறப் பகுதியை 4 
D என்போம் . அச்சுகளுக்கு இணை 
யாக வரையப்பட்ட கோடுகளால் 
இதனைப் 

பிரிப்போம் . இதில் 
ஏதேனும் ஒரு 

வலைக்கண்ணில் 
துணைக்கோட்பாடு பொய்யானால் 
அதனை 4 சதுரங்களாகப் ( இவற் 
றில் சில அரைகுறைச் சதுரங் 
களாக இருக்கலாம் ) பிரி . இதில் 

படம்- 9 . 
ஒன்றில் துணைக்கோட்பாடு 
பொய்யாக வேண்டும் . இனி அதனை 4 சதுரங்களாகப் பிரி , 
இவ்வாறு செய்து கொண்டே போனால் நமக்கு ஒன்றுக்குள் ஒன்றாக 
உள்ள முடிவிலிச் சதுரங்களுக்குள்ளே இக்கோட்பாடு பொய்யாக 
வேண்டும் என்று தெரிகிறது . இவைகளின் எல்லைப் புள்ளியை , 
என்போம் . இது C யினுள் இருக்க வேண்டும் என்பது தெளிவு . 


> 


| f f f c | | 


[ (z) - 1 (1 ) - (C ) 


ஃ 


4E 


6 


| 


22 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


* . f ( z ) ஆனது ( -ல் வகைபிடத்தக்கதல்ல . இது f ( z ) பகு 
முறைச் சார்பு என்னும் கொள்கைக்கு முரணானது . ஃ இந்தத் 
துணைக் கோட்பாடு உண்மையானதாகும் . 


தேற்றத்தின் நிரூபணம் : துணைக் கோட்பாட்டின்படி , C 
என்னும் வளைகோட்டையுடைய D என்ற அரங்கத்தை C .. 
C , ... C .. என்ற வலைக் கண்களாகப் பிரிக்கலாம் . இவை சதுரங் 
களாகவோ , அரைகுறைச் சதுரங்களாகவோ , இருக்கும் . 21 , 
z ,, ..... என்ற புள்ளிகள் முறையே C. , C ,, ....... என்ற வலைக்கண் 
களுக்குள் ( 1 ) வது சமன்பாட்டுக்கிணங்க இருக்கும் . இதனையே , 


f ( z ) -- f ( zy ) 

z - 2k 


-f ( zh ) = E (zh ); இதில் | E ( zh ) | < s 


... ( 2 ) 


என எழுதலாம் . 


A f ( z ) = f ( zg) - zif ( zz ) + z | f ( z % ) + ( z - Zy ) . E ( zz ). 

Ic , f ( z ) dz = Icy ( z - Zg ) E (zi ) dz . 


. 


ஏனெனில் , 4 * 4A , B படி ஏனைய தொகையீடுகள் பூச்சிய 
மாகும் . 


S E 


SIC 


Ic . | z - z ) 


| dz || 


( 2 ) ஐப்பார் . 


C ஆனது ஒரு சதுரத்தினுடைய அல்லது அரைகுறைச் 
சதுரத்தினுடைய வரம்புக்கோடு . a என்பது இச்சதுரத்தின் பக்க 
மானால் ( z - zz | < V2a என்றும் , 


Ic , I dz | $ 4a + Ly என்றும் அறிவோம் . 


இதில் , C என்ற வலைக்கண்ணில் உள்ள , C என்ற கொடுக்கப் 
பட்ட வளைகோட்டின் பகுதிதான் Lt. 


: IC , \ z - 31 

| z - z | | dz | < / 2a (4a + Ly ) 


* Ic , f ( z ) dz < < V2 a ( 4a + Li ) 


IA , P , A , P , A 
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ஃ Ic f ( z ) dz = 


2. I f ( z ) da 


k = 1 


< s [ 4/2 na + Ly/ 2a ] 


4.6 கிளைத் தேற்றம் 11 


f ( z ) ஆனது D என்ற எளிய தொடுத்த அரங்கத்தில் பகு 
முறைச் சார்பாக இருக்கட்டும் . அப்படியானால் , இதனுள் உள்ள 
21 , 2 , என்ற புள்ளிகளை இவ்வரங்கத்தினுள் உள்ள CI , C. என்ற 
இரு வேறு ஜார்டன் வில்களால் இணைத்தால் , 

Ic , f ( z ) dz = Ic , f ( 3 ) dz . 


A ) 


ட்டி 


நிரூபணம் : A. ( 3 , ) . A , ( z , ) 
என்பவைகளை C. , C , என்ற இரு 
வில்கள் சேர்க்கட்டும் . A P1 A , 
P. A ; ஒரு எளிய அடைத்த வளை 
கோடு ஆகும் . 

காஷி 
தேற்றத்தின்படி 


2 


P 


Z / 


A , 


f ( z ) az = 0 . 


படம் - 10 . 


.. 


TA , P , A , 


f (2 ) dz + / A , r , A , f ( z ) dz = 0 . 


* Ic , f ( z ) dz - | A, P , A , f ( z ) dz = 0 . 
* Ic , f ( z ) dz = Ic , f ( z ) dz . 


4.7 . கிளைத்தேற்றம் 2 . 


f ( z ) ஆனது பல் வகையாகத் தொடுத்த அரங்கம் 
D யினுள்ளும் அதன் வரம்பான C யிலும் பகுமுறைச் சார்பாக 
இருக்கட்டும் . C., C1 , ... C , என்ற முடிவுள்ள அடைத்த வளை 
கோடுகளாலான , ஆனால் தொடுக்கப்படாத அரங்கங்களை 
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உடையது C. மேலும் , C என்ற வரம்பை வரையும் போது மயில் 
உள்ள புள்ளிகள் இடப்புறம் இருக்கட்டும் . அப்படியானால் 

Ic f ( z ) dz = 0 . 


Ca 


i 


T 


SS 


. 


C. 


Co 


1 


P 


படம் 11 


படத்தில் உள்ள பல் வகையாகத் தொடுக்கப்பட்ட அரங்கத்தைக் 
கவனி . இதில் C ஆனது Co. CI . C , ஆல் சேர்ந்தது . இப்போது 
0 PQ RQ P S T U VUT O என்பது ஒரு அடைத்த வளை 


கோடு . 


* .காஷியின் தேற்றத்தின்படி I f (z) dz = 0 . 
POP + PO 
OP + PQ + C1 + QP + PT + TU + C , + UT + To f (z ) dz = 0 . 

C 
- I ( s ) da + I1 ( 2 ) de -0 = 

- I ( a ) da என்பது தெளிவு . 


இதில் 


Spo 


So 


f ( z ) dz + | 


PO 


TU 


OP + PT + TO = C , என்பதைக் கவனி. மேலும் , C , C , 
வழியே வலஞ்சுழியாகச் செல்கிறது . 


* Icof ( z )dz - TC , f ( z ) dz - Ic , f ( z ) dz = 0 . 
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* ic , f ( z ) dz = Tc , f ( z ) dz + IC, f ( z ) dr . 
இதில் C. ஐ C எனக் கொண்டு , பொதுவாக 

Ic f ( z ) dz = Ic , f ( 2 ) dz + ... + Ic , f ( z ) dz எனலாம் . 


4.8.காஷியின் தொகையீட்டுச் சூத்திரம் 

f ( z ) ஆனது C என்ற அடைத்த வளைகோட்டின் மேலும் , 
உள்ளும் பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கட்டும் . a ஆனது C யின் 
உள்ளே உள்ள புள்ளி ஆனால் 


f ( a ) = 


1 
2i 


So 


f ( z ) d z 
C z - a 


2 = 4 


C 


å 


CC 


என்னும் 

புள்ளியைச் 
சுற்றி ஆரம் - உள்ள C , என்னும் 
வட்டம் வரை . d அனது C என்ற 
வளைகோட்டில் இருந்து 

a யின் 
தூரத்தைக் குறித்தால் r < d ஆக 
இருக்கும்படி ஐ எடுத்துக் கொள் 
வோம் . 

இப்பொழுது C க்கும் C , க்கும் 
இடையே உள்ள பகுதியில் ( இதை 
கங்கணம் அல்லது 

annulus 
என்றும் சொல்வர் ) f ( z ) / ( z - a ) 
ஆனது பகுமுறைச்சார்பாகும் . 


படம் 12 


.. 4-7ல் இருந்து 


dz : 


Icat: - Tc #e 
( 12) 


f ( z ) f ( a ) dz 

f z 

( 2 ) - f ( a ) 
dz + 

dz ...... ( 1 ) 
z - a ( z - a ) 

z - a 
C C , 

C. 

dz 
முதலாவதாக , 

ஐ எடுத்துக் கொள்வோம் . 
z 


C 


re10 


C , ஆனது | z - a ) = r . : 2 - a = 7 
மேலும் 9 ஆனது 0 - ல் இருந்து மா வரை மாறும் . 
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ireio de 


= ri 


( 2 ) 


z - a 
C1 


relo 


இப்பொழுது , Cயினுள் f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பு . 


| z 

z -a | < 8 ஆனால் | f ( z ) - f ( a ) | < s ஆக 
இருக்கும்படி எத்தகைய ஐக் கொடுத்தாலும் . ஐக் கண்டு 
பிடிக்க முடியும் . ஆகவே , C.- ன் ஆரமான 1 ஐ 
இருக்கும்படி எடுத்துக்கொள்வோம் . ஆகவே , 


என 


f (z ) - f ( a ) dz = 


மா 
f ( z ) - f ( a ) 

18 


irals 48 


-a 


C 


பு -- 
fisca 
" 


21 

| f ( z ) - f ( a ) | [ i | d8 


S 


21 


S 


5. 1. do 


S 27 
= 0 . 


( 3 ) 


: 


... ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) -ல் இருந்து . 


dz = f ( a ) . 2ni 


* 


C 


f ( z ) 


1 
2mi 


dz 


C 


* 


4-9 . கிளைத்தேற்றம் 


f ( z ) ஆனது C , C , என்ற வளைகோட்டுக்கிடையே உள்ள 
பகுதியில் பகுமுறைச் - சார்பாக இருக்கட்டும் . ஆனது 
இப்பகுதியின் உள்ளே உள்ள புள்ளி , C வெளிவளைகோடு ஆனால் , 
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. 


f ( z ) 


f ( z ) dz. 


1 
επί 


f ( a) 


1 
2ni 


Z - a 


P Q R S T UP ஒரு அடைத்த வளைகோடாகும் . 


Q 


C ) 


c 


SU 


RP 


படம் 13 


: . 4 : 8 - at ung 


f ( 2 ) dz 


1 
f ( a ) = 

2i 


PORSTUP 


ஆனால் 


F ( z ) dz = 
PQRSTUP 


Sper F (x )++ 


SPQRSTUE 
SRS 


F ( 2 ) dz 


F ( z ) dz + 
RS 


+ S 

sto P(x)dx+ Sup 
28 Ses F ( 2) dz + 


Sup 


F ( z ) dz = 0 


என்பது தெளிவு . 


Gugyeo Sox F(z)dz = SUTS F(2) 


STU 


--SC F( 
e)di 


1 


f ( z ) dz 


:: f(a)= ZTE 163)de 


1 
2777 


s 


C 


C 
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4.10 . வகைக்கெழுவுக்கு காஷியின் தொகையீட்டுச் சூத்திரம் 

C என்ற எளிய அடைத்த வளைகோட்டின் மேலும் , உள்ளும் 
f ( z ) ஆனது பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கட்டும் . 3 ஆனது C யின் 
உள்ளே உள்ள புள்ளி ஆனால் , 


f ( a ) = 


1 
211 


( 12) 


f ( z ) dz 

[ z - a ) ? 
C 


கிருபணம் : + என்ற புள்ளி -யின் சுற்றுப் புறத்தில் இருக் 
கட்டும் . a + உம் C யினுள் இருக்கும்படி எடுத்துக்கொள்ள 
இயலும் . : காஷியின் தொகையீட்டுச் சூத்திரத்தின்படி 


f ( e ) - 2 ; / 


( f ( 2 ) dz 

; f ( a + h ) 
z - a 


E 


1 
27i 


f ( z ) da 
z- ( a + h ) 


f ( a + h ) -f ( a ) 

h 


1 


1 
27 


( z ) 


1 
zz - a - h 


} 


dz 


h 


Z 


--1 


h 


1 
2ri 


f ( z ) 
h ( z - a ) 


( 


1 


-1 } 


dz 


2 


C 


1 
2mil 


f ( z ) k 

+ 
h ( z - a ) ( z - a ) 


h ? 

+ 
( z - ala 


} 


dz 


C 


f ( z ) 
( z - a ) 


h 
( z - a ) ? 


+ 


--} 


dz 


C 


h - 0 ஆக இரு பக்கங்களிலும் எல்லையைக் கண்டுபிடி , 

1 f ( z ) dz 
f ( a ) 

2ni (zca) 


f 


4.11 கிளைத்தேற்றம் 1 : 


" 
) 


2 


h ! 
2ார் 


f ( z ) dz 
( z - a ) +1 


( 


... (1 ) 


C 
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இதைத் தொகுத்தறி முறைப்படி (Induction ) நிரூபிப்போம் . 
x = 1 ஆக இருக்கும்போது தேற்றம் உண்மையானது என்பதை 
4-10 - ல் பார்த்தோம் . இப்போது ( 1 ) ஐ உண்மையெனக் கொள் 
வோம் . ( a + h ) ஆனது யிேன் உள்ளே எயின் சுற்றுப்புறத்தில் 
உள்ள புள்ளியாக இருக்கட்டும் . அப்படியானால் . 


[(w) ( a + h ) 


n ! 
2ni 


f (2 ) dz 
( z - a - h ) + 


C 


-S 

{ 
* / 4 { --- - - } 


( ( m ) ( a + h ) - ( m ) ( a ) 


h 


dz 


C 


n + 1 


11 


21i 


* 2 {( - + ) -1 } - 
* / { ( -1 ) 

} 


f ( z ) 


= 


( z - a ) n + I 


+ h 


( n + 1 ) h 
( z - a ) 
+ h ன் மேலடுக்குகள் 


dz 


h0 ஆக , இருபக்கமும் எல்லை காண்போம் . 


fr + 1 ) (a ) - " R | 


f ( z ) 


dz 


( z - a ) +2 


C 


.. தேற்றம் 1 - க்கு உண்மையானால் , n + 1- க்கும் உண்மை 
யாக வேண்டும் . ஆனால் n = 1 ஆக இருக்கும்போது உண்மை 
(4-10 ). ஃ n = 2 ஆக இருக்கும் போதும் , ஆகவே n = 3 , 4 ,... ஆகிய 
எல்லா மிகை 

முழு 

எண்களுக்கும் தேற்றம் உண்மையாதல் 
வேண்டும் . 


4-12 . கிளைத்தேற்றம் 2 : 

ஆதியை உள்ளாகக் கொண்ட C என்ற அடைத்த வளை 
கோட்டில் 
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ah 
n ! 


1 
2mi 


az 
e 

dz 
z + I 


f ( z ) = Ca ; ஒரு பகுமுறைச் சார்பு ஆகும் . 


. f ( m ) 


( z ) = 

= ar . eas 


f( x) ( 0 ) 


= ar 


4.11 - ல் இருந்து | (m) 


n ! 
2mi 


- 


f (z ) dz 
( z - a ) +1 


C 


ர 


( r) ( 0) = 


n ! 
21 


se 


e az dz 

zn + 1 
C 


ஃ . an 


= 


n ! 
2i 


e az dz 
zn + ! 


C 


2 


an 


az dz 


1 
2mi 


da 


1 


ml 


zn + 


C 


an 


ஃ ( ) 

S 
( * ) 
- # 1 [ X (++) 


.. 


Σ 


1 
21i 


Σ 


ear 
zn + 1 


dz 


r = 0 


n = 0 


C 


e aa 


dz 


Z 


d 


1 
2mil 


dz 


2 


a ( z + z - 1 ) 


1 


dz 


€ 2a cose_io 


id ide 


11 


1 
21i 


C ஆனது | 2 = 1 

ஆனால் 


தொகை காணல் 


91 


27 


அதாவது , 


( 6 ) - 


14 


1 
2T 


2a cos 8 

de 


இது கிளைத்தெற்றத்தின் நல்லதோர் துணை முடிவாகும் . 


4 • 13 . வரையறாத் தொகையீடு . ( Definitc Integral ) 


D என்ற அரங்கத்தில் f ( z ) ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பாக 
இருக்கட்டும் . 2. , z என்பவை முறையே மயில் உள்ள கொடுக்கப் 
பட்ட , மாறும் புள்ளிகளாக இருக்கட்டும் . 


jsi 


f ( i ) dt = F ( 2 ) 


( 1 ) 


20 


என்பது மேல் எல்லையான 2 ஐ மட்டும் சார்ந்ததாகும் . ஏனெனில் 
4.6 ல் உள்ள தேற்றத்தின்படி 2.ஐயும் , 21 ஐயும் இணைக்கும் பாதை 
எதுவாக இருப்பினும் , இது மாறாத தொன்றாகும் . இத்தகையத் 
தொகையீட்டினை வரையறாத் தொகையீடு 

அழைப்பது 
பொருத்தமானதே . 


என 


இனி , F (z) = f ( z ) என நிரூபிப்போம் . z + h என்பது மயில் 
உள்ள z யின் சுற்றுப் புறத்தில் இருக்கட்டும் . இப்பொழுது , 

z + h 
F ( z + h ) -F ( z ) = dt 

f (t ) dr . 


$ $ t) 


z + h 
f ( t ) dt . 


7 


zth 


F (z+ h) - F (z) - | ( z ) = 1 / f ( e ) di - f ( 2 ) 


h 


Z 


z + h 


- + ( x 4- 4. " 


di 
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- + - 
1 

(1 ) f(s)}ல் 
* | FE + 

H ! If ( ) - 1(a)| | 


F (z+ h)- (z) - f ( 3) 

1 


z + h 

If (t ) - f ( z ) | | dt | 


S 


f ( t ) ஆனது மயில் தொடர்புடைச் சார்பு . 


ஃ . | t - z < ஆனால் | f (i ) - f (z ) < 
ஆக இருக்கும் . 

z + h 
1 
Ihl 

S | dt | = S. 


எல்லை F ( z + h) - F ( z) - f ( z ) = 0 . 
h + 0 


h 


அதாவது , F ( z ) = f ( z ) . 
| ( z ) ன் வகைக்கெழு D யில் இருப்பதால் அது ஒரு பகுமுறைச் 
சார்பாகும் . எனவே , அதன் வகைக் கெழுவான f ( z ) யும் ஒரு 
பகுமுறைச் சார்பாக இருக்க வேண்டும் . ( 4. 10 ஐப்பார் ) . 
இதிலிருந்து மொரீராவின் தேற்றம் விளங்கும் . 


4.14 . மொரீராவின் தேற்றம் : 


f ( z ) ஆனது D என்ற அரங்கில் தொடர்புடைச் சார்பாக 
இருக்கட்டும் . அதில் உள்ள ஒவ்வொரு அடைத்த வளைகோடு C யில் 

f ( z ) d z = 0 ஆனால் , f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பாகும் . 


எனவே , D என்ற அரங்கில் உள்ள f ( z ) என்ற தொடர்புடைச் 
சார்பானது , பகுமுறைச் சார்பாக இருப்பதற்கு வேண்டிய , 
போதுமான நிபந்தனையாவது ; D. யில் உள்ள ஒவ்வொரு 
அடைத்த கோடு C-யிலும் ic f ( z ) dz = 0 . 
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4 15 காஷியின் சமனிலி : 

C என்பது z - a ) = R என்ற வட்டம் . f ( z ) ஆனது C யின் 
மேலும் , உட்புறமும் பகுமுறைச் சார்பாக இருந்து , C. யின் 
மேலுள்ள ஒவ்வொரு 2 - க்கும் | f ( z ) | < M ஆனால் , || ( m)(a) | 

M.n ! 


S 


RT ஆகும் . 


4-11 - ல் உள்ளபடி / (m ) (a ) 


f ( 2 ) dz 
C (z - a )n + 1 


f ( z ) 


M 


C. யின் மேல் 


... கொள்கை . 


( z - a ) r +1 


RR +1 


mi Sca 
| 
// a | - |||| 

fel 


|fm) ( a ) | < 2 || 


S 


1 ! M 
27 Rr +1 


| dz | 


21 


in ! M 
3 

T 


| 


| Re "®i | da 


Rr +1 


0 


S 


FI5 


m ! M 

RR +1 


-21R 


S 


M.n ! 
R ” 


4-16 பூரணச் சார்பு : 


(Integral or Entire function ) . முடிவுள்ள ஒவ்வொரு அரங் 
கிலும் f ( z ) பகுமுறைச் சார்பானால் அதைப் பூரணச் சார்பு என 
அழைப்போம் . 


4 • 17 (i ) லியோவில்லின் தேற்றம் : 


f ( z ) ஒரு பூரணச் சார்பாகவும் , If ( z ) | எல்லையுள்ளதுமாக 
இருந்தால் f ( z ) ஒரு மாறிலியாகும் . 


z- ன் எல்லா மதிப்புக்கும் | f ( z ) | SM 


கொள்கை .. 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


4. 15 காஷியின் சமனிலியின் படி , , R எதுவாக இருப்பினும் , 

M 
f ( a ) | s 

R 


ஃ R - D ஆனால் , f ( a ) = 0 . 

இதில் எ எதுவாகவும் இருக்கலாம் . 


ஃ . f ( z ) ஒரு மாறிலியாகும் . 
இதிலிருந்து இயற்கணித அடிப்படைத் தேற்றத்தை நிரூபிப்போம் . 

P ( z ) = a + ayz + azz3 + ... + axz " = 0 
என்றா - படிச் சமன்பாட்டிற்கு ஒரு மூலமாவது உண்டு . 
P ( z ) = 0 க்கு ஒரு மூலமும் இல்லை எனக்கொள்வோம் . 

1 
அப்படியானால் . f ( z ) P ( z ) ஆனது உயின் எல்லா மதிப்புக் 

1 
கும் பகுமுறைச் சார்பாகும் . மேலும் If ( z ) | 

| P ( z ) | 
வரம்புடையது என்பது தெளிவு . | z | +0 ஆகும் போது , 
| P ( z ) | +0 ஆகும் If ( z ) | > 0 ஆகும் . 

எனவே , லியோவில் லின் தேற்றத்தின்படி f ( z ) ஒரு மாறிலி 
ஆகும் . ஃ P ( 2 ) ஒரு மாறிலியாகும் . இது ஒரு முரண்பாடு . 


ஃ . P ( z ) = 0 க்கு ஒரு மூலமாவது உண்டு . அது 4 ஆக 
இருக்கட்டும்... P ( a) = 0 . 

இனி P ( z ) = 0 என்பதற்குச் சரியாக n மூலங்கள் உண்டு என 
நிரூபிப்போம் . இப்பொழுது , 


P ( z ) - P ( a ) = a + azz + azz + ... + anz ” 


( a + aia + a , a + ... + ana " ) 


= a , ( z - a ) + a z - a ) + .. + am ( z - a " ) 


ஃ P ( 2 ) = ( z - a ) Q ( z ) ஏனெனில் P ( a ) = 0. இதில் 
Q ( z ) ஆனது ( n - 1 ) படி உள்ளது . ஃ Q ( z ) = 0 என்பதற்கு 
ஒரு மூலமாவது உண்டு . அது நிவாக இருக்கட்டும் . * P ( 3 ) 
= ( z - a ) ( z - B ) R ( z ) . இவ்வாறு மேலும் மூலங்களைக் கண்டு 
பிடிக்க , 1 மூலங்களும் கிடைத்து விடும் . 


1 


தோசை கானல் 
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4. 17 ( ii ) இடைமதிப்புத் தேற்றம் : f ( z ) ஆனது ( 3-5 = r 
என்ற வட்டத்தின் மேலும் , உள்ளும் பகுமுறைச் சார்பாக இருந் 
தால் , C என்ற இந்த வட்டத்தில் f ( z ) ன் சராசரி மதிப்பு 1 ( a ) 


ஆகும் . 


f ( z ) dz 


f ( a ) 


* 14 

12 


என்பது காஷியின் தொகையீட்டுச் சூத்திரம் . 


2 - a | 


= r . 


. 


18 
z = s + re 

= 
21 

18 
f ( a + re ie , re 
ide 

is 


ஃ . f ( a ) 


1 
21i 


re 


அதாவது , f ( a ) 


1 
27 


f ( a + re 11 , da 


4.17 ( iii ) உச்சமட்டுத் தேற்றம் : f ( z ) ஆனது C யின் மேலும் 
உள்ளும் பகுமுறைச் சார்பாயின் If (z ) | ன் உச்ச மதிப்பு C யின் 
மேல் இருக்கும் . 

. 


நிரூபணம் : 


2 ள 


If ( a ) | S 


1 
21 


( 


| f ( a + reil ) | da 


| f ( a ) | ஐ உச்சமதிப்பாகக் கொள்க . அப்படியானால் 


if (a + reie | S if (a) | 


இப்பொழுது | f ( a + re " ) < If ( a ) | ஆக இருந்தால் ,, 
f ( z ) தொடர்புடைச் சார்பாகையால் , இச்சமனிலியானது 
a < 8 < B என்னும் வில்லில் உண்மையாக இருக்க வேண்டும் 
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ஆனால் இவ்வாறாயின் , | t ( a + reie | என்பதின் சராசரி மதிப்பு 

( a ) | ஐ விடக் குறையும் . இது ஒரு முரண்பாடாகும் . 
ஃ f ( z ) ஒரு மாறிலியாக இருக்க வேண்டும் . இன்றேல் இதன் 
உச்சமதிப்பு C யில் தான் இருக்க வேண்டும் . 


4-17 ( iv ) மீச்சிறு ( Minimum ) மட்டுத்தேற்றம் 


f ( 2 ) ஆனது C யின் மேலும் , உட்புறமும் பகுமுறைச்சார்பாக 
இருக்கட்டும் . C யின் உள்ளே f ( z ) # 0 ஆனால் , | f ( z ) | அதன் 
மிகச் சிறிய மதிப்பை யிேன் மேல் அடைகிறது . 

f ( 1 ) ஒரு பகுமுறைச்சார்பு . f ( x ) = 0 . 


1 


F ( z) ஆனது C யின் மேலும் உள்ளும் பகுமுறைச் 

1 
சார்பு ஆகும் ..... உச்ச மட்டுத் தேற்றத்தின்படி | 

f ( 3 ) 
உச்சமதிப்பு C யில் இருக்கும் . .. If ( z ) 

ஃ | f ( z ) | 4 மீச்சிறு மதிப்பு 
C யில் இருக்கும் . 


4-18 பாய்சான் தொகையீட்டு விதி 

| z ஆக இருக்கும் போது , f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் 
சார்பாகும் . | a < R < P ஆனால் . 


f ( a ) 


1 
2mi 


s 


( R - ad ) f ( z ) dz 
( z - a ) ( R - za ) 


C 


இதில் C என்பது | z | = R என்ற வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


இப்பொழுது , ந 


1 
2mi 


s 


( R - aa ) fz ) dz 

( z - a ) ( R : _ za ) 
C 


* / (== * ====) re) a 
is 

S 


= 


1 
2mi 


fe ) as + 


dz + a 


f (z ) 
R -2 


Z 


dz 


C 


C 
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f ( z ) 
C யின் மேலும் , உள்ளும் 

பகுமுறைச் 

R * -za 
பாகும் . z = R / a வட்டத்திற்கு வெளியில் இருக்கும் என்பதைக் 
கவனி ( ஏனெனில் ( a < R ) . 


f ( z ) 
R - 2 


dz = 0 


C 


1 


f ( z ) 


மேலும் f ( a ) = 


dz 


( 4.8 ) 


ார் 


என்பது காஷியின் தொகையீட்டு சூத்திரம் . 


ஃ I = f (a) = 


1 
211 


( R - aa ) f ( z ) dz 
( z - a ) ( RI - zd ) 


இதில் a = re 10 ; z = Re i¢ என போடு . r = | a | < R . 
19 ( R -- ) f (Ri° ) Re 

ids 
f (re 

{ Re ip - re 

ip - r10 ; } { R- Rre i( -1) 


21 


i 


0 


1 
21 


21 

i (8-9) 
{ R - re 


" R - r ) . f ( Rei° ) ds 

} { R - re -i(8-9 ) 


f ( re i8 ) = 


= * / 


i 
( RS - re ) • f ( Rs I do 

R - 2Rr cos ( 8 - p ) + r 


வே பாய்சான் தொகையீட்டு விதியாகும் . 


4-19 . ஒரு சீராக ஒருங்குதல் . ( Uniform Couvergence ) 


C என்பது 

| 2 | = r என்ற வட்டத்தைக் குறிக்கட்டும் . 
C யின் மேலும் , உள்ளும் ஒரு அடுக்குத் தொடர் ஒருங்கட்டும் . 


8 


S ( z ) = 


எல்லை 
N -40 


N 
2 ar z " 


Laszn 
n = 0 


( 1 ) 


= 0 


7 
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இதில் N உறுப்புகளுக்குப் பின் உள்ள எச்சமானது 


RN ( 3 ) = S ( z ) - SN ( z ) = 


N + k 
எல்லை 
k + 0 

n = N 


I am 


an 27 


( 2 ) 


இப்பொழுது , z | z < ஆனால் 


N + k 


1 am 


aran 


3 


N + k 

N + k 
< z | an z" | S z | an I | z , | " ... ( 3 ) 


n = N 


H = N 


n = N 


z = z | ஆனால் 3.6 படி ( 1 ) ஆனது அறவொருங்கல் தொட 
ராகும் . ஃ N- > 0 ஆகும் போது , 


1 


R 
N 


எல்லை 

N + k 
k + 0 

2 [ an | | z1 | "-0 ஆகும் . 


n = N 


ஃ 5 என்ற மிகையெண் கொடுக்கப்பட்டால் , N 2 N , ஆக 
இருக்கும்போது , R < s ஆக இருக்கும் படி N. என்ற முழுவெண் 
உள்ளது என அறிகிறோம் . 


N 


E 


RI ன் உறுப்புகள் மிகையெண்களாதலால் 
N 


N + k 

L | an | | z1 | * * R 


N 


n = N 


N + k 
ax z " | S R . 

N 
i = N 


3 am 


| 


( 3 ) ஐப்பார் . 


... N > N ஆனால் . | RA (2) | SRNS 


ஃ - | z | S | z | | ஆக இருக்கும்போது , NE ஆனது 2 ஐச் 
சார்ந்ததல்ல . எனவே , ( 1 ) ல் உள்ள ஒருங்கல் அடுக்குத் தொட 
ரானது , வட்டத்திற்கு உள்ளே , ஒரு சீரான ஒருங்கல் தொடராகும் 
என அறிகிறோம் . 
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இது சம்பந்தமாக , மேலும் சில முக்கியமான தேற்றங்களை 
இங்கு குறிப்பிடுகிறோம் . இவற்றின் நிரூபணம் மெய்யெண்களின் 
பகு இயலை ஒட்டியுள்ளதால் இங்கு தரப்படவில்லை . 


4-20 . வியர்ஸ்ட்ராஸின் M - சோதனை . 


2M .. என்பது மிகையெண்களைக் கொண்ட ஒரு ஒருங்கல் 
தொடராக இருக்கட்டும் . D என்ற அரங்கத்தில் , எல்லா z- க்கும் 


| un ( z ) | < M . 

( n = 1 , 2 , 3 ,.... ) 
ஆனால் Lun ( z ) ஆனது D யில் ஒரு சீரான , அறவொருங்கல் 
தொடராக இருக்கும் . 


4-21 . D யில் உள்ள தொடர்புடைச் சார்புகள் ஒரு சீரான 
ஒருங்கல் அடைபவை ஆனால் அவற்றின் தொகையும் மயில் 
தொடர்புடைச் சார்பாக இருக்கும் , 


4-22 . C மேல் உள்ள un ( z ) என்ற தொடர்புடைச் சார்புகள் , 


Σ un ( z ) ஆனது C யில் ஒரு சீராக ஒருங்கல் அடையும் 
m = 1 
வண்ணம் இருந்தால் 


[ { .2. ,(ey } 4 


811 


= 


S 


un ( z ) dz ஆகும் . 


C 


மேலும் , aa 


d Lun ( z ) 
dz 


= 2 


d ur ( z ) ஆகும் . 
dz 


4:23 . D என்ற அரங்கத்தில் 1 , ( z ) , u , ( z ) , ... என்பவை 

. 


பகுமுறைச் சார்புகளாக இருக்கட்டும் . Σ 

un ( z ) ஒரு சீராக 

n = 1 
ஒருங்கலடைந்தால் , Lux ( z ) யும் ஒரு பகுமுறைச் சார்பாகும் . 


4. 24. டெய்லரின் தேற்றம் : 

C என்பது | z - a | = R என்ற வட்டம் . Cயினுள் f (z ) ஒரு 
பகுமுறைச் சார்பாக இருந்தால் , C யினுள் உள்ள 2 என்னும் 
புள்ளியில் 
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8 


f ( z ) 


- 2 / (m) ( a ) . 

( m) (a) . (z - a )" 


( 1 ) ஆகும் . 


= 0 


n ! 


z என்பது C யின் உள்ளே உள்ள புள்ளி . 


ஃ = 

| z - a ) = / < R ஆக இருக்க வேண்டும் . இப்போது .. 
P ஐ r < p < R என என எடுத்துக் கொள் . 1 ஆனது | t - a | = p ல் 
உள்ள புள்ளியானால் , 


1 


금 


|} 


1 
( t - a ) - ( z - a ) 


( t - a ) { 1 


1 


1+ 


5 + + 
+ ( F-:)" 


+ 


( - ) " 
( 1 


a ) 





+ ( 2 - a ) : 


( t - a ) 


( t - a ) " 


n - 1 


+ (z - a ) 


f ( t ) 
( t - a ) 


+ 


( z - a ) f ( t ) 
( t - 1 )" (t - z ) 


( 2 ) 


( 2 ) ன் இருபக்கத்தையும் 2ri ஆல் வகுத்து , ஒவ்வொரு உறுப் 
பிற்கும் | t - a | = P என்ற வட்டத்தின் வழியே தொகை 
காண்போம் . இப்பொழுது , 4-8 , 4 11 ல் உள்ள 


f ( a ) 


1 
2ri 


f (a) dz ; /( m )( ) 


S 


m / 


( a ) = 20 


s 


f ( z ) dz 
( 2 - a ) +1 


C 


என்னும் வாய்பாடுகளை நினைவிற் கொள்க . 


... f (z ) = f (a ) + f ( a ) . ( z - a ) 


+ 


f" ( a ) 

2 ! 


f -1 ) ( a ) 
( z - a ) + ... + 

( z - a ) 
( n - 1 ) ! 


m = 1 


+ R . 


இதில் R 


( z - a ) " 

27ti 


f ( t ) dt 
( t - a ) " ( t - 2 ) 
C 


-- 


( 3 ) 
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G என்பது 

| 1 - a = p என்ற வட்டம் . இதில் ft) | 
உச்சமதிப்பு M ஆக இருக்கட்டும் . மேலும் , 


| z - a | = 1 ; | t - z | 2p- / என்பதைக் கவனி. 


1 


M 


Mp 
( p - T ) 


M 
| R. | S 

2mp = 
21 par ( p - r ) 

எல்லை 
r < P ஆகையால் , 

| R. I 

- 0 
An + O 


( - ) " 


* f ( 2 ) = f ( a ) + 1 ) ( z - a ) + 


( z - a ) + ... . 


21 


4. 25. மக்லாரின் தொடர் : 
டெய்லர் தொடரில் a = 0 என்று போடு . 

f " ( 0 ) 
z + 

+ ... 
1 ! 

21 


f ( z ) = f ( 0 ) + 1 (0) 


2 + 


- 


4-26 . லாரன்ஸ் தொடர் : 


| t - 1 | = R ; | t - a ) = r என்பவை Cr C , 

C C , என்ற 
வட்டங்களாகவும் , R > r ஆகவும் இருக்கட்டும் . f ( z ) ஆனது 
இவ்வட்டங்கள் மேலும் , இவற்றிற்கிடையே உள்ள பகுதியிலும் 
பகுமுறைச் சார்பாயிருந்தால் , D என்ற இவற்றிற்கிடையே 
உள்ள அரங்கில் , 


8. 


8 


f ( z) = z an ( z - a ) " + Y br ( z - a ) - * 


( 1 ) 


n = 0 


n = 1 


1 


an = 


S 


என்னும் ஒருங்கல் தொடராக எழுதலாம் . இதில் , 
1 

f ( t ) dt 
2Ti 

(t - a ) + : n = 0.1.2 ..... 
C 
1 

f ( i ) di 
2mil (i - a )- * + 1 , n = 1 , 2 , ... 

C , 
முதலாவதாக , 4 9 ஐ நினைவிற் கொண்டு 
1 ( t ) dt 

1 f ( t ) di 
2 

2mi 
C. 

C. 


... ( 2 ) 


S 


( 3) 
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எழுதலாம் . இதில் உள்ள முதல் தொகையீட்டில் 
( 4.24 மாதிரி ) . 


1 . 


1 
( t - a ) - ( z - a ) 


> 


- 


+ 


1 ( z - a ) 

( z - an - 1 
+ 

+ ... + 
{ t - a ) 

( t - a ) 
என்றும் . இரண்டாம் தொகையீட்டில் 


( 2 - an 
( t - a ) " ( t - Z ) 


-- 


1 


1 
( z - a ) - ( t - a ) 


1 

( t - an - 1 

( t - a ) " 
+ + ... + 

+ 
( z - a ) : 

( z - a ) " ( z - a ) " (z - t ) 
என்றும் எழுதலாம் . .. ( 3 ) ல் இருந்து . 


f ( z ) = ao + a , ( z - a ) + ... + am - 1 ( z - a ) - 1 + R . 

+ 6 , ( z - a ) -1 - + ... + bn (z - a ) - " + R n ... 


( 4 ) 


இதில் a ... என்பவை ( 2 ) ல் உள்ளபடியாகும் . 


p = | z - a | ஆனால் r < p < R ஆகும் . 


C. , C , என்ற வட்டங்களில் I f (t ) | ன் உச்ச மதிப்பு 
M ஆனால் , 


2 


| R. | S 


p " 
2T 


M 
R " ( R - P ) 


2TR 


MR 
( R - P ) 


( K ) 


எல்லை 
p < R ஆகையால் , | R. I = 0 . 


T 


pra 


| R I 


M 
( p - r ) 


2nr = 


Mr 
( P 


2T 


13 


" ( 5 ) 


எல்லை 
r < P ஆகையால் , 

1 + 0 


| R I = 0 . 


எனவே தேற்றத்தின் நிரூபணம் பூரணமாயிற்று . 
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குறிப்பு 1. ( 2 ) ல் தொகையிடப்படும் சார்புகள் C , C , என்ற 
வட்டங்களுக்கிடையில் பன் பகுமுறைச் சார்பாகும் . எனவே , 
GIC. ஐ விடுத்து , இடைப்பகுதியில் உள்ள G என்ற ஏதேனும் 
ஒரு அடைத்த வளைகோட்டை எடுத்துக் கொண்டால் , லாரன்ஸ் 
தொடரைப் பின் வருமாறு எழுதலாம் . 


an 


1 

f ( i ) dt 
i 

(t - al + I n = 0 , + 1 , + 2 ... 
C 


Si 


ஆனால் , f ( 3 ) 


= 


12 am ( z - a )" . இதில் | z - al < R . 
n = O 


குறிப்பு : 2. லாரன்ஸ் தொடர் ஒரே வகையானது . 


கூடுமானால் , < | z - a < R ஆனால் ( 3 ) 


8 


85 


b ... ( z - a ) 


f ( z ) = Σ a , ( z - a ) " = 
ns 

7 = -ய 
என இருக்கட்டும் . a = b என நிரூபிப்போம் . 


< p < R என்றவாறு P ஐ எடுத்துக்கொள் . 


C என்பது ( t - a ) 


= p என்ற : வட்டமாக இருக்கட்டும் . 


am 


1 
2 . 


f ( i) dt 
(t - a ) +1 


* 


G 


1 


1 


1 
2T 


bm ( t - a ) m at 


Sa 


(t - a) +1 
C 


818 


2Ti 


[ e -4)--- 


-ajm - 1-1 dt 


| t - a | 


P ஆகையால் , t - a = pe 

a = 9 . 


* 
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27 


1 


m - n - 1 


i ( m - n - 1 ) . pie . tds 


2bm 


p 


11 


2 


. 


21 


* 


Ebm 


m - n 1 ( m - n ) 4 


P 


dp 


mAn ஆனால் , 


. 


i ( m - n ) 


- 

( *7 " 
--... - + /" - 


am 


1 
27 


A ba pm - n 


m - n 


0 


= 0 


6 .. 21 


1. 
21 


= bw 


4:27 . லோபிதால் ( L Hospital ) விதி 

a என்ற புள்ளி உள்ள D என்ற அரங்கில் ( I ) பகுமுறைச் 
சார்பானால் 


| ( 2 ) = f ( a ) + ( a ) ( z - a ) + 1 ( z - a ) 
இதில் Z -- ஆனால் , - --0 ஆகும் . 


நிரூபணம் : 


f ( z ) - f ( a ) 

Z - a 


_f ( a ) = 1 எனக் கொள்க . 


( 1 ) 


எல்லை 
இப்போது , 

z- + a 


எல்க (1(2)-1 (a ) - (a )} 


z + a 


2 - a 


= f ( a ) - f ( a ) = 0 . 


ஃ ( 1 ) ல் இருந்து 


து 


- 


- 
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f ( z ) = f ( a ) + ( a ) . ( z - a ) + 1 ( z - a ) 


இதில் z + a ஆனால் , 1 +0 ஆகும் . 


கிளைத்தேற்றம் : f { z } . 8 ( z) என்பன 

ஆயில் பகுமுறைச் 
சார்பாக இருக்கட்டும் . f ( a ) = g ( a ) = 0 ஆகவும் , 

) g (a ) = 0 
ஆகவும் இருந்தால் 
எல்லை f ( a ) f ( a ) 

என நிரூபி . 
z + a g ( a ) g ( a ) 


இதுவே லோபிதால் விதி எனப்படும் . 


f ( z ) = f ( a) + f ( a ) ( z - a ) + T ( f ) . ( z - a ) 


f ( z ) = f ( a ) . ( z - a ) + n ( f ) . ( z - a ) 
f ( a ) = 0. இதில் 2 + a ஆனால் 7 (f ) +0 . 


இதே மாதிரி g (z ) = x ( a ) . ( z - a ) + 17 ( g ) . ( z -- a ) 


எல்லை 


எல்லை f ( z ) 
Z + a g ( 3 ) 


f ( a ) . ( z - a ) +1 ( f ) . ( z - a ) 
g ( a ) . ( z - a ) + n ( g ) . ( z - a ) 


எல்லை f ( a ) . ( z - a ) + 0 

g ( a ) . ( z - a ) + 0 


z - a 


- 


f ( a) . 
g ( a ) 


4-28 . பகுமுறைச் சார்பின் பூச்சியங்கள் தனித்தவை (Isolated ) | 
2.யின் எம்மதிப்புக்கு f ( z ) = 0 ஆக 

உள்ளதோ , 
f ( z ) - யின் பூச்சியம் ஆகும் . டெய்லர் தேற்றத்தின்படி f ( z ) என்ற 
பகுமுறைச் சார்பை , 


| z - a | < ஆனால் , f ( z) = z an ( z - a )" 


8NO 


( 1 ) 


என எழுதலாம் . இதில் a . - 

f ( a ) ; a .. m ! = f ( n ) ( a ) என அறிக , 
a . 

0 ஆனால் a என்பது f ( 3 ) ன் பூச்சியமாகும் . am # 0 ஆகவும் . 
an as , ...... am - 1 ஆகியவை பூச்சியமாகவும் இருந்தால் z = a 
என்பது f ( 3 ) ன் m - தர பூச்சியம் ஆகும் . இப்போது . 
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( 
2 
) 


f ( z) = ( z - a ) m z > am + n [ z - a ) " 

n = 0 


am + n ( z - a ) " 


( 3 ) 


என எழுதலாம் . இதில் : ( z ) = 2 

m = 0 


என்பது ஒரு தொடர்புடைச் சார்பாகும் . ஏனெனில் ( 3 ) ல் உள்ள 
தொடர் , ஒருங்கல் தொடராகும் . மேலும் , am + 0 ... 8 ( a ) 0 . 
ஃ g ( z ) ஆனது | z - a | < d 

என்ற 

சுற்றுப்புறத்தில் 
| s ( z) -am | < s ஆக இருக்கும் . E = am / 2 எனக் கொள்க . 
அப்படியானால் , இவ்வரங்கில் g ( z ) = 0 ஆக இருக்க முடியாது 
என்பது தெளிவு . 

இப்பொழுது m = 0 என போடு . 


.. f ( z ) = g ( z ) = 0 


ஃ . z = a என்ற பூச்சியம் தனித்தது . ஆனால் a என்பது 
ஏதேனும் ஒரு பூச்சியம் . எனவே , f ( z ) ன் எல்லா பூச்சியங்களும் 
தனித்தவை . 


4-29 . தனித்த சிறப்புப் புள்ளி 


z = a என்னும் புள்ளியை விடுத்து , D என்ற அரங்கத்தில் f ( z ) 
ஒரு பகுமுறைச் சார்பாக இருந்தால் , a ஐ f ( z ) ன் தனித்த சிறப்புப் 
புள்ளி என்று சொல்வோம் . 


f ( z ) = 1 / z ஆனால் f ( 2 ) 

z = - 


1 / z ? 


இதில் z = 0 என்பது தனித்த சிறப்புப் புள்ளி . ஏனெனில் 
f ( 0 ) ஆனது வரையறுக்கப்படவில்லை . 


குறிப்பு : | z | என்ற சார்பு பகுமுறைச் சார்பல்ல என 
( முன்பே ) நிரூபித்துள்ளோம் . ஆகவே , அதன் சிறப்புப் புள்ளிகள் 
குறித்து ஆராய்வது அர்த்தமற்றதாகும் . 


இப் பொழுது z = 1 ஐத் தனித்த 

z = a ஐத் தனித்த சிறப்புப் புள்ளியாகக் 
கொண்ட f (z ) ஐ 0 < | z - a | s r என்ற வட்டத்தில் லாரன்ஸ் 
தொடராக விரித்தெழுதுவோம் . 


f ( z ) = = > a , ( z - a ) " + 2 


86o 


b ... ( z - a ) - " 


( 1 ) 


n = 1 
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இதில் b . (z - a) என்பது z = a என்ற தனித்த சிறப்புப் 


புவளியில் ( ) ன் " தலையாய பகுதி ஆகும் 

( 2 ) 
நீக்கக் கூடிய சிறப்புப் புள்ளி எல்லா n- க்கும் , b . = 0 ஆனால் , 
z = d ஐ நீக்கக் கூடிய சிறப்புப் புள்ளி என்போம் . ஏனெனில் , z = ai 
f ( z ) ஐ முறையாக வரையறுத்து ( z -a / ST என்ற வட்டத்தில் 
f ( z ) ஐ ஒரு பகுமுறைச் 

சார்பாக எழுத 

முடியும் . இது 
அறிமுறையில் முக்கியத்துவம் வாய்ந்ததல்ல என்பது தெளிவு . 

எல்லை sin z 
f ( z ) 

ல் 

1 + 0 


sin z 


= 1 


Z 


... 


1 = 0 ஒரு நீக்கக் கூடிய , சிறப்புப் புள்ளி , 


sin z 


இங்கு 


= ( [E - * + * - ..) 


Z 


= 1 


z 
3 ! 


+ ... 


I f ( 0) = 1 என வரையறை செய்கிறோம் . 


4-30 . ரைமன் தேற்றம் 

0 < | z - a ) < R என்ற அரங்கில் f ( z ) ஆனது பகுமுறைச் 
சார்பாக இருந்து , If ( z ) | < M ஆகவும் இருந்தால் , f ( z ) ஆனது 
z = a யில் பகுமுறைச் சார்பாகும் , அல்லது , a ஒரு நீக்கக்கூடிய 
சிறப்புப் புள்ளி . 

C ஆனது | z - a ) = r ( < R ) என்ற வட்டத்தைக் குறிக் 
கட்டும் . இப்பொழுது , லாரன்ஸ் தொடரில் , 

1 
b ... 

21i ( z - a ) -n + 1 


f ( z ) dz 


10 


27 

i8 

inê 
| f ( a + re " ) | Te 

f 


| be | S 


| dg 


21 


| b . Is Mr" . இதில் 7 ஐ மிகச் சிறிதாக்கினால் , 
b .. = 0 . 

n = 1 , 2 , 3 , ...... 
. லாரன்ஸ் தொடரானது , டெய்லர் தொடராகிறது . 
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அதாவது , f ( 3 ) 

Lan ( z - a ) " , 0 < | z - a < r . 

n = 0 
... f ( a ) ஐ 10 என வரையறுக்க . f ( z) ஆனது எயில் 
பகுமுறைச் சார்பாகும் . 


4:31 . தனித்த சாரமான சிறப்புப்புள்ளி : 


லாரன்ஸ் விரித்தலில் உள்ள £ b . ( z - a ) -1 என்பது ஒரு 

n = 1 
முடிவிலித் தொடராயின் , a ஐ தனித்த சாரமான சிறப்புப் புள்ளி 
என்போம் . இதனையே , முடிவுள்ள ஒரு 7 - க்கு 
எல்லை 

( z - a ) " f ( z ) = c என்றவாறு 1 - ஐக் கண்டுபிடிக்க 
முடியாவிடில் , ( ஒரு தனித்த சாரமான சிறப்புப்புள்ளி எனலாம் . 
எடுத்துக்காட்டாக , 


ப 


1/2 


+ 


+ ... 


1 

1 

1 1 
= 1 + 

+ 2 ! 

3 ! 23 
என்பதில் z = 0 ஒரு தனித்த சாரமான சிறப்புப்புள்ளி . 


4.32 . 7 - தர துருவம் : 


லாரன்ஸ் தொடரின் தலையாய பகுதியான 


> 


b . ( z - a ) - % 


n = 1 


என்பதில் bx + 0 ஆகவும் , ba + bx + z , ஆகிய அனைத்தும் 
0 ஆகவும் இருந்தால் a ஐ n- தர துருவம் என்போம் , முதல் 
தர துருவத்தை எளிய துருவம் என அழைப்பது மரபு . 


- 


1 
f ( z ) = 
( z - ]) ( z + ]] 

என்பதில் 
Z = 1 ஆனது 2 - தர துருவம் , 2 = = 1 ஆகியவை 
துருவங்கள் . 


எளிய 


4-33 . தேற்றம் : 


2 = a என்பதுரி ( z ) - ன் n- தர துருவமானால் 2 + 4 ஆகும் போது , 
f ( z ) ஆகும் . 
கொள்கைப்படி . g ( a ) = (z - a) f ( z), ஆகும் . 

திெல் g ( a ) = ba # 0 
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மேலும் , ( 3 ) ஒரு தொடர்புடை பகுமுறைச் சார்பு . 
எனவே | g (z ) | - | b1 / 2 எனலாம் . 
ஃ | f ( z ) | 2 

| bn 

| z - a ) 
2 

> 0 என்பது தெளிவு . 
4-34 . தேற்றம் 

f ( z ) ஆனது z = a- ல் --தர துருவத்தை உடையதானால் , 
1 

ஆனது z = 1 - ல் n- தர பூச்சியத்தை உடையதாய் இருக்கும் . 
f ( z ) 

கொள்கைப்படி , 0 < [ z -a | S / என்ற வட்டத்தில் , 


1 


f ( z ) = 


2 
. 


by ( z - a ) -k 


Σ an (z - a ) " + E 
n = 0 

k = 1 


ba + 0 


1 
ஃ . f ( z ) 

(z- * 8 ( z ) என எழுதலாம் . 
... ( i ) g ( a ) = b + 0 ( ii ) | z - a | sr- ல்g ( 1 ) 
ஆனது ஒரு பகுமுறைச் சார்பாக இருக்க வேண்டும் எனலாம் . 

1 ( z - a ) n 
ஃ .. 

( 1 ) 
f ( z ) g ( 2 ) 

1 
a 

= 0 
f ) 


: 


1 

ஆனது -தர பூச்சியம் உடையது . 
f ( z ) 
பயிற்சி : இதன் மறுதலையை நிரூபி . 
4-35 . கிளைத்தேற்றம் : 

z ) ன் துருவங்கள் தனித்தவையாகும் : 


( 


ன் பூச்சியங்களாகும் , 


f ( z ) 


1 
நிரூபணம் : f ( z ) ன் - துருவங்கள் , 
ஆனால் பூச்சியங்கள் தனித்தவை . ( 4.28 ) 

துருவங்களும் தனித்தவை . 


4-36 . முடிவிலியும் , பூச்சியமும் : 

f ( z ) ஆனது ம - ல் எத்தகையது என்பதை ஆராய 2 = 1/2 
என்று போட்டு f ( l / z ) ஆனது 2 = 0 - ல் எத்தகையது என 
ஆராய்ந்தால் போதுமானது . 
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4-37 . பூச்சியங்களின் எல்லைப் புள்ளி : 


D என்ற அரங்கில் பகுமுறைச் சார்பான f ( z ) - ன் பூச்சியங் 
களான ay , az , ... , ax , ... என்பவைகளின் எல்லைப் புள்ளியான 
a யும் , D- யின் உட்புறம் இருந்தால் f ( z ) = 0 ஆகும் . அல்லது 
a ஒரு தனித்த சாரமான சிறப்புப் புள்ளியாகும் . 


ஏனெனில் . f ( z ) ஒரு தொடர்புடைச் சார்பு ஆதலின் , a- யின் 
ஒவ்வொரு சுற்றுப் புறத்திலும் ஒரு பூச்சியப் புள்ளி இருப்பதால் 
f ( a ) = 0 ஆகவேண்டும் . அதாவது , a ஒரு பூச்சியப் புள்ளி ஆக 
வேண்டும் . ஆனால் பூச்சியப் புள்ளிகள் தனித்திருக்க வேண்டும் . 
இது அவ்வாறில்லை . எனவே , f ( z ) = 0 ஆக வேண்டும் . இல்லா 
விடில் , f ( 2 ) -க்கு a ஒரு சிறப்புப் புள்ளியாக இருக்க வேண்டும் . 
இச் சிறப்புப்புள்ளி தனித்ததாக இருக்க வேண்டும் . மேலும் , 
அது துருவமாகாது . ஏனெனில் , 7 + a ஆகும் போது ரி ( 3 ) ஆனது 
0 ஐ . 

அணுகவில்லை . எனவே z = a ஒரு தனித்த சாரமான 
சிறப்புப் புள்ளியாகும் . 


எடுத்துக்காட்டாக , sin ( n /z)- ல் n = +1 , + 1/2 , + 1/3 ... 
ஆகியவை பூச்சியங்கள் . இவற்றின் எல்லைப் புள்ளியான z = 0 
ஒரு தனித்த சாரமான சிறப்புப் புள்ளியாகும் . 


4-38 . துருவங்களின் எல்லைப்புள்ளி 


z = ? என்பது f ( z ) ன் a . aa ...... . - என்ற துருவங்களின் 
எல்லைப் புள்ளியாக இருக்கட்டும் . இவ்வாறானால் , எயின் ஒவ்வொரு 
சுற்றுப் புறத்திலும் ஒரு துருவமாவது இருக்க வேண்டும் . 
ஃ . 7 = a என்பது ஒரு சிறப்புப் புள்ளி ஆகும் . ஆனால் அது துருவ 
மாக இருக்க முடியாது . ஏனெனில் துருவமானது தனித்ததாகும் . 
ஃ . இத்தகைய சிறப்புப் புள்ளியை தனித்திராத சாரமான சிறப்புப் 
புள்ளி என்றோ, அல்லது சுருக்கமாகச் சாரமான சிறப்புப்புள்ளி 
என்றோ சொல்வது வழக்கம் . 


4 • 39 . வியர்ஸ்ட்ராசின் தேற்றம் : 


a ஆனது f ( z ) - யின் சாரமான சிறப்புப் புள்ளி ; : ஒரு மிகை 
யெண் ; C ஏதேனும் ஒரு கலப்பெண் ; ஆனால் a- யின் ஒவ்வொரு 
சுற்றுப் புறத்திலும் I f ( z) -c | < s என்பதற்கிணங்க ஒரு 1 
உண்டு . 


நிரூபணம் : தேற்றம் உண்மையல்ல எனக் கொள்க . 
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அப்படியானால் , 0 < | z - a < / என்னும் அரங்கில் 
| f ( z ) -c | - 5 என்பது எல்லா z- கும் பொருந்தும் . 

1 
.. g ( z ) = 

என்பது இவ்வரங்கில் வரம்பு 

f ( z ) -c 
புடைய பகுமுறைச் சார்பாகும் . 

ஃ . a ஆனது . 

ரைமன் 
தேற்றத்தின்படி , நீக்கக்கூடிய சிறப்புப் புள்ளியாகும் ... g ( a ) ஐ 
g ( z ) ஆனது பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கும்படி வரையறுப் 
போம் . மேலும் , f ( z ) ஆனது மாறிலி அல்ல . எனவே , 8 ( z ) யும் 
மாறிலி அல்ல . ஆகவே டெய்லர் தேற்றத்தின்படி 3 ( a ) = 0 
அல்லது g ( z ) ஆனது a- யில் ஒரு -- தர பூச்சிய சார்பு . இதில் 
r = 0 . 

1 
.. 

f ( z ) -C ஆனது z = a யில் ஒரு பகுமுறைச் 
g ( z ) 
சார்பாகும் . அல்லது ஒரு n- தர துருவ சார்பாகும் . இது நம் 
கொள்கைக்கு முரணானது . 


4:40 . முடிவிலியில் f ( z ) ன் பூச்சியங்களும் துருவங்களும் . 
f ( z ) ஆனது முடிவிலியில் m - தர பூச்சியத்தை உடைய 

1 
தெனக் கொள்க . அப்படியானால் S ( z ) f 

என்னும் 
சார்பு z = 0 ; m- தர பூச்சியத்தை உடையதாக இருக்க வேண்டும் . 


ஃ g ( z ) 


2 . ="- 1 ( + ) 


n = m 


| 


ஃ f ( z) = 


Σ 
r = m 


amz 


am 


am + 1 


+ 


+ 


zm 


2m + I 


என்பது மயில் m- தர பூச்சியத்தை உடையதாகும் . 


இதேவிதமாக , z = மயில் m- தர துருவத்தையுடைய சார்பு 


m 


f ( z ) = 


*08 


Y anz " என நிரூபிக்கலாம் இதை விரித்தெழுத , 


a - 3 


a - 2 


a - l 


f ( z ) 


+ 


+ 


+ do + a z + a2z + ... + am 2m . 


23 


2 


7 
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4.41. தேற்றம் . f ( z ) ஆனது முடிவிலி உட்பட 2 - தளம் 
முழுவதும் ஒரு பகுமுறைச் சார்பாக இருந்தால் அது ஒரு மாறிலி 
யாகும் . 

f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பு . எனவே , டெய்லர் தேற்றத்தின் 
படி f ( z ) = Lamzn . 

இது முடிவிலியிலும் பகுமுறைச் சார்பாக உள்ளது . 


ஆனது 7 = 0 ல் பகுமுறைச் சார்பு . 


: 8(s)- / ( , ) 

( 1 ) = 4 + ; + , 


+ 


இது z = 0 ல் பகுமுறைச் சார்பாதலின் 


0 . 


1 


ஃ f ( z ) = a = மாறிலி 
4 • 42 . தேற்றம் . முடிவிலி உட்பட எல்லாப் புள்ளிகளிலும் 
துருவங்களை அல்லாமல் வேறு சிறப்புப் புள்ளிகள் இல்லாத சார்பு 
விகிதமுறு சார்பாக இருக்க வேண்டும் . 


நிருபணம் : 
f ( z ) அத்தகைய சார்பாக இருக்கட்டும் . 

இருக்கட்டும் . அப்படியானால் 
f ( z ) யில் முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள துருவங்கள் தான் இருக்க 
முடியும் . இல்லாவிடில் . இவைகளுக்கு ஒரு எல்லைப்புள்ளி 
இருக்கும் . அது தனித்திராத சாரமான சிறப்புப்புள்ளியாக 
இருக்கும் . அது கொள்கைக்கு முரணாக இருக்கும் . 

எனவே f ( z ) ஆனது al . aa .... ae என்ற புள்ளிகளில் nisha ..... 
ne தர துருவங்களை உடையதாயிருந்தால் . 


g ( 2 ) 


f ( z ) = 
( z - ay ) ^ 1 ( z - a , ) " ... ( z - as) "s 

* ( 1 ) 
என எழுதலாம் . இதில் g (z ) ஆனது z யின் முடிவுள்ள மதிப்பு 
களுக்கு பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கவேண்டும் என்பது தெளிவு . 


* g ( z ) = 


8NO 


2 an z ? என எழுதலாம் . 


g ( z ) ஆனது முடிவிலியில் துருவத்தை உடையதாயின் g ( z ) 
பல்லுறுப்புக் கோவையாகத்தான் இருக்கமுடியும் . ஃ ( 1 ) ல் 
இருந்து f ( z ) ஒரு விகித முறுசார்பு என்பது தெளிவு . 
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மறுதலையாக , விகித முறு சார்பின் சிறப்புப்புள்ளிகள் துருவங் 
களன்றி வேறல்ல . 


f ( z ) = 8 ( z ) | h ( z ) ஆக இருக்கட்டும் .. 


இதில் ( z ) , h ( z ) என்பவை பல்லுறுப்புக் கோவைகள் . ( ) க்கும் . 
h ( z ) க்கும் பொதுவான பூச்சியங்கள் இல்லையெனலாம் .. 


f z ) ன் சிறப்புப் புள்ளிகள் h ( z ) ன் பூச்சியங்களாகத்தான் 

1 
இருக்க முடியும் . ஆனது இப் புள்ளிகளில் பகுமுறைச் 
சார்பாக இருக்கவேண்டும் . : ( z)க்குத் துருவங்களைத் தவிர 
வேறு சிறப்புப் புள்ளிகள் இருக்க முடியாது . 


f (z) 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


மாதிரி 1 : | z | S } ஆனால் , z ( 1-2 ) + z (1-3) 
+ z3 ( l - z ) + ... என்பது ஒரு சீரான ஒருங்கல் தொடர் 
நிரூபி . இது | z | 5 | என்பதற்குப் பொருந்துமா என ஆராய்க . 


S. ( z ) = 


z ( 1 - z ) + 21 ( 1-2 ) + ... + 21 ( 1-2 ) 


- 


z - z x + 1 


| S . (z ) - 7 | = | - 2n + 1 | = | z | r + 1 


| z | * 41 < 1 ஆக இருக்க வேண்டுமானால் 


( n + 1 ) log | z | < logs 

log : 
. ( n + 1 ) > 

log | 2 || 


( log | z | ஒரு குறை என் . 


log E 
log | 7 | 


-1 


logs 
| 1 | s . எனவே 

- | -ன் உச்சமதிப்பானது 

log | 2 || 
z = 1 ஆக இருக்கும் போது கிடைக்கும் . ஆகையால் 
log & 

-1 எனக் கொண்டால் , N ஆனது -ஐ மட்டும் 
logy 
சார்ந்ததே அன்றி 2 ஐச் சார்ந்ததல்ல . ஃ . இது ஒரு சீராக ஒருங் 
கலடைகிறது . இதன் தொகை 7 . 

8 
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போது 


N = 


இதே நிரூபணம் ( z | 5.9 அல்லது 99 ஆக இருந்தாலும் 
பொருந்தும் . ஆனால் | z 51 ஆக இருக்கும் 
log s 1 என்பது . ஆகும் . 

: இப்போது , 
log 1 
இத்தொடர் ஒரு சீராக ஒருங்கலடையாது . 

1 
மாதிரி 21 பின்வரும் அரங்கங்களில் 

( 2 + I) (z + 3 ) 
லாரன்ஸ் தொடராக விரித்தெழுது 

( i ) 1 < [ z | < 3 ( ii ) | z | > 3 ( iii ) [ z | < 1 
( iv ) 0 < | z + 1 | < 2 
1 1 

1 
f } 

( 1 ) 
z + 1 


{ i ) | z ] > l ஃ 


= 


+ = = ( + 2 ) 

= } { 1 - } + : - ..) 
= ( - +++ --..2) 
* + = (43 

= ( 1- + ; -... ) -(9) 
* ( 10 ல் இருந்து 15 = = { 
* { } - +++ ...... 

) 
{ 1- + , .......) 


|23. 


+ 


( ii ) 1z / > 3 . . 


| z1 > 1 


ஃ ( 2 ) ஐ உபயோகிக்கலாம் . 


1 


1 


மேலும் 


7 + 3 


z ( 1 + 3 / z ) 


{ 1 - 3 /z + 9/22 .....} 


! 
- { } - * + .....} 


( 4 ) 
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ஃ . ( 1 ) , ( 2 ) , ( 4 ) ல் இருந்து f ( z ) = 1 


{ - + 
+ + .......) 
- + { 
{ + - ++ ; ... 

} 


- 


+ 


-- 


(iii ) | z | < 1 : 


| z | < 3 ஃ .. ( 3 ) உபயோகப்படும் . 


மேலும் , 


1 
1 + z 


1 - z + 23 - z + ... 


( 5 ) 


ஃ . ( 1 ) , ( 3 ) , ( 5 ) ல் இருந்து f ( x ) = 1 { 1-7 + z -... } 


- + { 1 - ++ ; - ... } 


(iv ) z + 1 = t எனக்கொள்க 


.. 04t2 


f ( z ) = 


1 
( z + ) ( z + 3 ) 


1 
21 ( 1 + 1 / 2 ) 


| t < 2 


4. | t / 2 | < 1 


.. f ( z ) - 


* { 1-1 / 2 + + -... } 
1 - +++ - 1 + .. 


= 


26 + / - ++ ( +1) [s + Iy 


2 1) + .. 


+ 
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மாதிரி 3 : ( i ) | z - 1 < 1 ஆனால் , 

( z - 1 ) 
log 1 = ( z - 1 ) - 

2 


+ 


| z | < 1 ஆனால் , | log ( 1 + z ) | S - log (1 - ( z | ) 


( i ) f ( z ) = log z என்ற சார்பானது . 12-1 | = 1 என்ற 
வட்டத்தில் , z = 0 என்னும் புள்ளியை விடுத்து , பகுமுறைச் சார் 
பாகும் . 
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ஃ f ( x ) = f { 1+ ( z - 1 ) } 


(2-1 )" ( r) ( 1 ) + ... 
= 1 ( 1 ) + ( 7 ( 1 ) + .... 

f " 


17-1 < 1 கொள்கை என்பதை நினைவிற் கொள்க . 


+ 


2 


: . log z = ( z - 1 ) - ( 
ஏனெனில் , (m)(z) = ( -1 ) - 1 (n - 1) |z " . 


( ii ) 


இதில் 2 ஐ ( z + 1 ) ஆக மாற்று . 
| z - 1 | < 1 என்பது | 2 | < 1 ஆகிறது 


1z | < 1 ஆனால் log ( 1 + z ) = 2 


* + - .. 
4 | log( 1 += ) | - | : - * + -... ! 

< | = | + , + 1 , + .. 


log (1-2 ) 


1 + 1 
மாதிரி 4 : | 

( x - y + ix ) dz என்ற தொகையீட்டை , 
0 


생 


( i ) y = x என்ற கோடு வழியாகவும் , 


( ii ) மெய்யச்சு வழியே z = 0 ல் இருந்து z = 1 வரையிலும் , 
பின் x = 1 என்ற கோடு வழியாகவும் காண்க . 


( i ) z = x + iy 

* dz = dx + idy . 
y = x ... கொள்கை . 

.. dy 
1 + i 
( x - y + ix ) dz = | ( x - x + ix ) ( da + idx ) 

0 


1 


( I + 1) 


1 
( 1 + i ) | * dx = 1 ( l + i ) / 3 . 

0 
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( ii ) முதற்பகுதி I = 0 ல் இருந்து 7 = 1 வரை . 

இப்போது y = 0 ..... கொள்கை . ஃ . dy = 0 . 


1 

1 
, ( - y + ix ) ( 4x + idy ) = f ( x + ix ) dx = 

2 

+ 


3 


இரண்டாம் பகுதி z = 1 + 1.0 ல் இருந்து 1 + i வரை . 


இப்போது x = 1 . : d = 0 . 


ஃ 


1 + i 
J ( - y + ix ° ) ( 4x + idy) 
1 + 10 


1 


1 


|| 


[ ( 1 - y +i) idy = {{ 1 +i) iy_iy / 2} 

+ } 


= ( 1 + ini - i / 2 = 


, 


- 1 


ஃ . இரு பகுதிகளையும் சேர்க்க , தொகையீடானது . 


- > + 


51 
6 


ஆகும் . 


மாதிரி 5 ; 


sin 


c ( z + 


" } 


( 2 an z + 2 bar 
n = 0 

n = 1 


ஆனால் am , b . ஐக்கண்டு பிடி . 


f ( z ) ( 

= sin c { z + z - 1 ) என்பது 1 = 0 , 2 = 0 ஐ விடுத்து , 
மற்றெல்லாப் பகுதிகளிலும் பகுமுறைச் சார்பாகும் . இதனை , 
IszSR என்னும் கங்கணத்தில் பகுமுறைசி சார்பு 
எனலாம் . இங்கு மிகச் சிறியதாகவும் , R மிகப்பெரியதாகவும் 
இருக்கலாம் . நம் வசதிக்காக ) z = 1 என்னும் வட்டத்தை 
C ஆகக் கொள்வோம் . 


z = 10 


; dz = < ie : dd ஆகும் . லாரன்ஸ் தொடர் 


வாய்பாடு படி 
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21Jc sin c ( z + z - 1 ) . 


dz 
zn + 1 


1 
2 


( 
ſ 


21sin c ( ci0 + e 

-i8 

1. ie ias . 
I n 
( n + 1 ) 8 


0 


2 . 

--ine 
sin ( 2c coss ) e 


1 
21 


11 


as . 


வா 


1 


1 
27 


sin ( 2c cos8 ) . cos ng ds - 


1 
* F ( 0 ) 

) 
27 


27 
இங்கு F ( 0 ) = 7 


sin ( 2c cos6 ) . sin na 40 . 


ஆனால் , F ( 27- 6 ) 


- F ( 0 ) . ஃ F ( 0 ) = 0 . 


21 


1 


ஃ 


- sin ( 2c cosa ) cos me de . 


1 


b . = a - n = 


2T 
S 


sin ( 2c cos8 ) cos ( -n8 ) ds . 


27 


21 


1 
27 


7 


11 


sin ( 2c cos 6 ) cos na da = an . 


மாதிரி 6. C என்பது [ z | = 1 என்ற வட்டம் . C யின் மேலும் , 
உள்ளும் பகுமுறைச் சார்பாக உள்ள f ( z ) ஐ C யின் மேல் அதன் 
மதிப்பு 


a -cosa 
as -2a cos 8+ I 


sina 
+ i 

as -2a cos I + I 


> 1 


ன இருக்கும்படி கண்டு பிடு . ஆனது உயின் ( vectorial angle ) 
ஆரைக் கோணம் ஆகும் . 

f { 3 ) ஆனது C யின் உள்ளே பகுமுறைச் சார்பு என்பது 
கொள்கை . : மக்லாரின் தேற்றத்தின்படி , 


தொகை காண்ல் 
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f ( x ) ( 0 ) 


f ( z ) = 


- 
n = 0 


ml 


f ( z ) da 


இதில் ( (r) ( 0 ) 


= 


n ! 
2mil 


Ş 


zn + 1 


G 


| z || = 1 என்ற வட்டத்தில் 1 = 18 





* f { z } = 


a - cos G + isin g 
a - 2a cos O +1 


-i8 


|| 


-- 


a — a ceilte 


-ie ) +1 


-1 
d - Z 

1 
a - az - az 


+1 


-- 


-1 


( a - z - 1) ( a - 3 ) 


. 


ப 


f ) ( 0 ) 


- ( n + 1 ) 10 19 ; de 


a - eil 


--nig 


n ! 
2na 


ae 

110 
1 


27 


-mie 


ie 


ml 
2xa 


28 


210 


Ş 


( 1+ 


+ .... ) de 
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21 


w ! 


kil 


11 


ஏனெனில் , k + 0 ஆனால் 


s 


de = 0 


ar +! 


2 . 


Z 


f ( z ) = 


Σ 


// 


+ 


름 


+ | 


+ ..... 


ah + 1 


a 


2-0 


1 

1 
a ( l - z / a ) 
மாதிரி 7 C என்பது | z | = 1 என்ற வட்டம் . யின் 
மேலும் , உள்ளும் பகுமுறைச் சார்பாக உள்ள f ( z ) ஐ C யின் 
மேல் அதன் மதிப்பு 


( as - 1 ) cos G + i ( a + 1 ) sin a 

a4-232 cos 20 + 1 


..... aa > 1 


என இருக்கும்படி கண்டுபிடி . 9 ஆனது 2 யின் ஆரைக்கோணம் 
ஆகும் . 


f ( z ) ஆனது C யின் உள்ளே பகுமுறைச் சார்பு என்பது 
கொள்கை . ஃ . மக்லாரின் தேற்றத்தின்படி 


[ (1)( 0) 


18 


f ( x ) = 


Σ 


z " 


ml 


n = 0 


இதில் ( n) (0) 


ml 
21 


f ( z ) dz 
f 

z + 1 


இப்பொழுது | z | = 1 என்ற வட்டத்தில் 


f ( z ) 


a ? ( cos G + i sin 6 ) - ( cos g- i sin a ) 

a4_ ? ( 2ig + - 


2i0 ) 1 


2 


arz - z - 1 
al - a ( z3 + z - 3 + 1 


a --22 


: f (m ) ( 0 ) = 


al 
2 


dz 


ரா + I 
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. 


| (n) ( 0) 


இதில் z = 0 . 


= 


7 இரட்டையெண் ஆனால் 
n ஒற்றையெண் ஆனால் 


- * { 

1-1 + } = 
+ - - (52 * } z 

- 
% es +1 } 
ஃ f ( a ) = 1 ( 0 ) + " 9 = + " = + " " + ... 

= + + + 
* (1 + = + ... ) = (1 - :) 


+ 


25 
as 


+ ... 


--1 


= 


+ 


- 7 


மாதிரி 81 C என்பது | z - a ) = / என்ற வட்டம் . R > 1 . 
| z - a | < R என்ற வட்டப் பகுதியில் f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் 
சார்பானால் , 0 < r < R ஆக இருக்கும் போது 


21 


1 


f ( a ) 


Po) -10 40 என நிரூபி 


- 


இதில் P ( 0 ) ஆனது f a + ri ) ன் மெய்ப்பகுதி . 

. 
f( ) (a) 

P ( 0 ) - 
மேலும் , 

s 


21 


-ind d0 ஆகும் . 


10 


TP 


| z - a | = 7 என்ற வட்டத்தில் z = a + 719 ஆகும் . 

. 
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-- 


* P ( 0 ) = } { f (a + r • + f(a+r ; } 


8 


இப்பொழுது , f ( a ) - 


L am ( z - a ) " , டெய்லர் தேற்றம் . 


m = 0 


இதில் , am = 


f 


( m ) (a ) m ! 


M8 


.. f ( z ) = Σ 

m = 0 


amrm tme 


( 2 ) 


f (3 ) 


Σ 


-im8 . 
amrme 


( 3) 


m = 0 


21 


1) 


re " ida 





f ( z ) dz 
( z - r + 


s 


L (amme - ima ) 
rn 

ei( 


மா 


டே 


am 


m - 1 


e - i ( m + n ) 8 


i 


40 


Σ 
m = 0 


வா 


0. ஏனெனில் , 


-1 ( m + n ) 0 


as = 0 


.. -E 


0 . 


f ( z ) dz 
( z - a ) +1 
G 


ஆனால் 

கார் 


s 


f ( z ) dz 
( 2 - ar + T 


f " ( a ) 

( ) 


ml 
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இவ்விரண்டையும் கூட்டுக . 


21 


1 
21i 


[ f (a +ril ) + f ( a + reie, j] reie 

reir taa [ ma ) 


n ! 


rn + 1 _ i ( +1 ) 8 


21 


f (n )(a) 


1 


( P ( 0 ). 


-ins 


e 


de 


ஈ ( PO). 


மாதிரி 9 : f (z ) ஆனது z யின் எல்லா முடிவுள்ள மதிப்பு 
களுக்கும் பகுமுறைச் சார்பாக உள்ளது . மேலும் , | z ] முடிவி 
லியை அணுகும் போது I f (z ) | = A. | z | k ... ( 1 ) ஆனால் 
f ( z ) ஒரு பல்லுறுப்புக்கோவை என்றும் அதன்படி k ஐ விடப் 
பெரிதல்ல என்றும் நிரூபி . 


கொள்கைப்படி , f ( 2 ) ஆனது | z | = R என்ற வட்டத் 
தினுள் பகுமுறைச் சார்பாகும் . இவ்வட்டத்தை C எனக் குறிப் 
போம் . மக்லாரின் தேற்றத்தின்படி 


8 


f ( z ) = 1 


a .. 22 


n = 0 

= 


1 


இதில் an = 


21 / f( 
3 
) ds 


zn + I 


27 


14 | < | * || 

is 


f (z). Rele ido 

ci ( +10 


1 + 1 ) 
R 


| 


M 


s 


1 
27 


M 
RT 


21 


A 


RM 


இதில் M என்பது f ( z ) ஆனது C யில் பெறும் உச்சமதிப்பு 


ஃ 


lanls 


A. | z | k 

RT 


= AR 


( 1 ) ஐப்பார் 


.. nk ஆனால் ( a ... | = 0 ஆகும் . 


1 
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ஃ f ( 3 ) ஆனது ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை என்றும் , அதன்படி 
k ஐ விடப் பெரிதல்ல என்றும் அறிகிறோம் . 


மாதிரி 10 ; | z | < R என்ற வட்டப்பகுதியில் , f ( z ) ஆனது 


பகுமுறைச் சார்பாக உள்ளது . f ( z ) = 2 ar z " ஆகவும், 

0 
| z | < R 

| f (z ) | < M ஆகவும் , r < R ஆகவும் 
இருந்தால் 


ஆனால் 


27 


+ / 
| 

| f (rel ) | da = 7 


|| 


81o 


| ar l r r < M 


என நிரூபி . 


| z | < R ஆனால் f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பு ..... கொள்கை 


ஃ | z ] = 1 , r < R 
தேற்றத்தின்படி 


என்ற 

வட்டத்தில் மக்லாரின் 


f (3 ) = / an z = arming 

0 


... f (z) = 2 


-Ind 


= 3 


| 1 ( z ) | = f ( z ) . f ( 3) 


84 


Ca rezine 


88 


am rm e - ime 


n = 0 


m = 0 


8 


Σ Σ 
n = 0 m = 0 


8AI 


மே m + (n - m )n 


21 


21 


.. 


| f ( z ) | 2 da = 


2 


18 


andu pm + R 


i(n - m }d as 


n = 0 m = 0 
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கா 


k = 0 ஆனால் 1 


s 


tika as = 2x ; k # 0 ஆனால் 1-0 . 


0 


21 
ஃ / If ( z ) | - da = 


4 


2 சாரா ran . 21 
n = 0 


21 


. 


[ // f(xt"> |- 40 - 2 14 " . 
இப்பொழுது + r " 
> < / 


M de 


1 


M ? 27 = M 


88 


| an 13 / SM . 


n = 0 


மாதிரி 11. பின் வரும் சார்புகளின் கிறப்புப் புள்ளிகளை 
வகைப்படுத்து 


( i ) z = 0 ல் 1/2 


( ii ) z = ஜல் 


( iii ) Z = 0 ; tan ( 1 / z ) 


( iv ) z = 0 ல் cot z 


( v ) z = 0 ல் ( z- .)- 2 . cot Tz . 


(vi) ( z - 2 ) z - 2 sin { 1 / { z - 1 ) } 


( i) -1/2 


1 / 

ஆனது z = 0 ஐத் தவிர மற்ற மதிப்புகளுக்குப் 
பகுமுறைச் சார்பாகும் என்பது தெளிவு . ஆகவே இதன் 


லாரன்ஸ் தொடரை 2 


1 
zn.n ! 


என எழுதலாம் . ஆகையால் 


0 


இது தனித்த சாரமான சிறப்புப் புள்ளியாகும் . 
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( ii ) e² 

ஐ 7 = ஐல் ஆராய்வதற்கு , 
தால் போதுமானது . ... ( i ) ஐப்பார் . 


ஆராய்வதற்கு , 1/2 


ஐ 1 = 0 ல் ஆராய்ந் 


(iii ) tan ( 1/3 ) sin ( 1 / z ) * cos ( 1 / z ) . 
cos ( 1 / z ) = 0 

= 0 ஆனால் , துருவங்கள் கிடைக்கும் . 
. 2n + ( 1/2) = 1 / z . 

1 
அல்லது z = 

என்பது துருவங்களாகும் . 
( 2n = } } T 


இதில் n = 0 , +1 . + 2 , ... 

1. = 2 , ..... போட முடிவிலி 

போட முடிவிலி துருவங்கள் 
கிடைக்கும் . இவற்றின் எல்லைப் புள்ளியான z = 0 
தனித்திராத சாரமான சிறப்புப் புள்ளியாகும் . 


( iv ) cot z = cos z / sin z . 


sin z = 0 ஆவதற்கு z = nr ( n = 0 , +1 , +2 , ... ) இவை 
எளிய துருவங்கள் ஆகும் . இவற்றின் எல்லைப்புள்ளி z = ~ என்பது 
தனித்திராத சாரமான சிறப்புப்புள்ளி . 


( v ) இச்சார்பின் துருவங்களைக் காண்போம் . 


sin Tz = 0 அல்லது ( z - a ) = 0. ஆகவேண்டும் . 


sin Tz = 0 ஆனால் z = 0 , +1 +2 , ... 
இவற்றின் எல்லைப்புள்ளியான z = 0 என்பது தனித்திராத 
சாரமான சிறப்புப்புள்ளியாகும் . 


t 


( z - a ) = 0 ஆனால் a என்பது 2 - தர துருவமாகும் . 

( vi ) z = 0 என்பது 2 - தர துருவம் என்பது தெளிவு . 
பூச்சியங்களைக்காண , ( z - 2 ) sin { 1 / ( z - 1 ) } = 0 . 

z = 2 என்பது ஒரு எளிய பூச்சியம் . 


1 


1 
அல்லது , 

z - 1 


흙 


= 17 . 


+1 


NTT 


இதில் 7 = 0 , +1 , 2 ..... 


இவற்றின் எல்லைப்புள்ளி 7 = 1 , இது ஒரு தனித்த சாரமான 
சிறப்புப்புள்ளி . 
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மாதிரி 12 : --1 /2 என்ற சார்பு சிறப்புப் புள்ளிகளற்றது 
என நிரூபி . 
இதன் துருவங்களைக் காணுவதற்கு 

1/ e - 1 / ze = e1/ z = 0 என்று போடு . இத்தகைய 2 ஐக் 
கண்டுபிடிக்க முடியாது . 
இனி , பூச்சியங்களைக் காண , 

-1/ z 
.. 1 / z3 = ~ . 

ஃ.7 = 0,0. 


= 0 


... z = 0 என்பது 2 - தர பூச்சியம் . இதற்கு எல்லைப்புள்ளி 
கிடையாது . எனவே , சிறப்புப்புள்ளியும் கிடையாது . 


பயிற்சி 5 


1. பின்வருவன ஒரு சீரான ஒருங்கல் தொடரா ? ஆராய்க : 


( 1 ) [ z | 22 ஆனால் 2 


1 
1 + nz 


( ii) | z | 11 . 


21 
Σ 

non + 1 


| 


(iil ) 1 < | z < 2 ; 2 


1 
n + z 


(iv ) 15z | s21 2 


1 
n ? +2 


- 


( v ) | z S 1 2 


COS nz 

n3 


விடை : ( i ) , ( ii ) , ( iii ) ஆம் . ( IV ) , ( V ) இல்லை . 
2. பின்வருவன எவ்வரங்கில் ஒரு சீராக ஒருங்குகின்றன ? 
zn 

( z - i) 
( 1 ) 2 
31 + 1 

( ii ) 2 


பா 


( lii ) 2 


| 
( n + 1 ) zn 


( iv ) 2 


M + 1 
m2 + | z | 2 


2 


விடை : ( i ) | z | S R < 3 


( ii ) ( z - 31 
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( iii ) | z | AR > 1 ( iv ) எங்கும் 

( z - 2 ) ( z + 2 ) 
3. கொடுக்கப்பட்ட அரங்குகளில் 

( z + I ) ( z + 4 ) 
விரித்தெழுது : ( i ) | z < | ( ii ) 1 < / z < 4 

(iii ) | z | > 4 . 


விடை : ( i ) 1 + 2 ( -1-1 ( 1 + 4 - JzP 

1 


84 


Y ( -1 ) ^ +14-1z " + ( -1 ) * z- * 
1 


( ill ) 1 + 2 ( -1 ) ” ( 1 + 4 " } z- * 

( " " 
1 


81 


1 
4 . 

ஐ ( i ) [ z | < l ; ( il ) | z | > 3 
( z - 1 ) (2-3 ) 
( ii ) 1 < | z | < 3 என்ற அரங்குகளில் விரித்தெழுது . 


விடை : ( I ) = } { 1-3- ( n + 1 ) } , " 

3 


( ii ) 12 


( 3 * -1 ) z 


-1 ) z - (n + 1) 


1 


(iii ) 


6 


13-12 


12 z 

- { n + 1 ) 
1 


0 


1 
5 . 

ஐ ( i ) | z < / ( ii ) | z / > 2 
( z + 1 ) ( z + 2 ) 
( III) 1 < | z | < 2 என்ற அரங்குகளில் விரித்தெழுது . 


விடை : ( 1) 


1 . ( -1 ) ^ ( 5 )" + 1 (2-1 ) ( -1)" " 
( 1 ) + = ( -1 ) ( 2 )" 

+ ( -- + ) = ( -1 ) + 


+ 
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(at) ! x ( -1 ) ( ) " 

1 ( - ) > ( -1 ) + 


+ 


5 


z - 1 
6 . (z + 2 ) (z + 3 ) 

ஐ ( I ) | z | < 2 (ii) [ z | > 3 . 
(iii ) 2 < [ z ] < 3 என்ற அரங்குகளில் விரித்தெழுது . 


20 


விடை : ( 1 ) 1 + , (-1)" { + 

{ * - * } 


( - 1 ) 


( ii ) 1+ 2 

0 


( 3.2 - " . 8 ) 


27 + 1 


( iii ) 1+ 1 ( -1 ) ^ 


( -1 ) " { 2 ~ - # "} 


7. ( i) 


22 * + 1 
z + Z 


ஐ 0 < z | < 1 ல் விரித்தெழுது . 


( li ) இச்சார்பை ( z - i ) ன் அடுக்குகளாக விரித்தெழுது . 


விடை : ( i ) 2 ( z - 1 ) + z - 1 + 2 ( -1 ) ^ " 


8AO 


( ii ) 2 ( i - 1 ) + 2 ( z - i ) + 


2 ( -1y " ( x - 1 ) ^ { + + ++ } 


8. பின்வரும் லாரன்ஸ் தொடர்களைக் கண்டுபிடி 


( i ) 0 < | z | < 1 எனில் 
ez 

1 

+ 11 
z ( z9 + 1 ) 


2 


571 

+ 


-- 


2 


2 


(ii) 0 < | z | < T எனில் 


+ = + + - ( - ) = + .. 


= 


.. 


1 


N 


9 


ல் 
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( iii ) 0 < / z < 21 எனில் 
1 ( 1 1 

+ 12 

2 
2-1 


2 


23 
720 


+ 


sinh 2 


1 


( iv ) | z | > 0 எனில் 


* 


2n - 1 

2 
+ 2 

| ( 2n + 1) ! 


8 


22 


N 


2 


0 


4n + 1 


( v ) 


|z0எனில் I cosh ( z ) = z + 2 

1 


( 20 ! 


9. | z + 1 | < 1 ஆனால் , 


= 1 + I ( n + 1 ) ( 2 + 1 ) " 

1 


8 


என்றும் , ( z - 2 < 2 ஆனால் 


= 


4 + 


1 0 

Σ 
4 

1 


( -1 ) ^ { n + 1 ) ( - )" 


என்றும் நிரூபி . 


10. ( - 1 ல் இருந்து 1 வரை உள்ள , மேல் { கீழ் } அரை வட்ட 
வழியாக 1/ z ன் தொகையீடானது -- { + Ti } என நிறுவுக . 


11. S. 

1 , 3.5 ... ( 2n - 1 ) 
Σ 

am + n m ! 


1.3.5 ... ( 2m + 2 - 1 ) 

( m + n ) ! 


( )" 


m = 0 


ஆனால் , | a | < Tz | < | 5 | என்ற கங்கணத்தில் 


bz 11 

( z - a ) ( b - z ) 
என நிரூபி . 


{ (--- 


= So + 


( * + :) 


2T 


- 


1 


12. m 


cos (ns - c sin e ) d 8 ஆனால் , 


21 


* ( z - z - 1 ) 


Σ 


an 2 " என நிரூபி . 
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21 


- 


1 


13. an = 


cos ne cosh ( 2cos 8 ) d0 ஆனால் 


27 


cosh ( z + z - 1 ) = a + 


81 


2 an ( 2 " + 2-7 ) என நிரூபி . 
1 


21 


- 


14. an = 


1 
ஜா 


S 


cos ( ni - x sina ) d ஆனால் 


x ( z - z - 1 ) 


មន័ទ្ 


Lan 2" என நிரூபி . 


15. an = 


1 
21 


Ş 


2 cos 8 

cos n8 di ஆனால் 


(z + 21 ) 


8-၄ 


Y an an என நிரூபி . 


16. P ( 6 ) = cos { Asin 0 ( 1 - cos 0 ) - ne } ஆகவும் 
-1/2 27 
A ( cos 0 + cos 8 ) 

P ( 9 ) as ஆகவும் 
27 " 


0 
2 


இருந்தால் exp 


anzn 


1 


17. an 


21 
( u + v ) cos 8 

cos { ( v - u ) sin i - ng ) } do 


-- 


21 


( = + * ) = 

(S 
* - * / 

( : +r=) = Y a ++ 


21 
( u + v ) cos 8 

cos { ( u - y ) sine - ne } de ஆனால் , 


e 


exp 


ba z - n 


an z + 2 

1 
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3 


23 
3 ! 


+ 


z " 
5 ! 


- 


18. | z | < 0 எனில் ( i ) sin z = z 
( ii ) sin z = 


+ + (:- + ) { = + ( - + ) , 


+ ... 


. 


( n ) 
f ( 1/2 ) 


19. f ( z ) 


2 cos 2 ஆகவும் , a = 


ஆகவும் 


இருந்தால் f (z) = 20 ( z - T / 2 ) " என நிரூபி . 


0 


20 . | z | < R ஆக இருக்கும் போது f (z ) = Lanz " 

0 
| z | = r என்ற வட்டத்தில் If (z ) | ன் உச்சவரம்பு M ( r ) ஆகும் . 
< R எனில் , மன் எல்லா மதிப்புக்கும் 

| an | r " S M ( r ) என நிருபி . 
21. பின்வரும் சார்புகளின் சிறப்புப்புள்ளிகளை வகைப் 
படுத்து . ( குறிப்பு ! - அ = தனித்த சாரமான சிறப்புப்புள்ளி ; 
ஆ = தனித்திராத சாரமான சிறப்புப்புள்ளி ! இ = எளிய துருவம் . 
ச = இரண்டாந்தர பூச்சியம் ) 
சார்பு 

புள்ளி 

விடை 
( 1 ) sin ( 1 / z ) 

z = 0 
( 2 ) cosec ( 1 ] z ) 

z = 0 
( 3 ) sin [ l / ( 1 - z ] ] 

z = 1 


E 
- 


2 = 0 


250 


* 


2 = 0 
z = 1 / 4 


இ 


( 4 ) ( z * +4 ) | e7 
( 5 ) ( 1 - e ) | ( 1 + 7 ) 
( 6 ) - sin z - cos Z 
( 7 ) 1 ] ( sin z - cos z ) 

{ ezla -1 } ... 
1 
( 9 ) ( 

( 1 + 22nz ) 
( 10 ) (z sin mz ) 


( 8 ) c / ( z - a ) 


2aa 


உ 

840 


1 


... 


ஈ 


7 = 0 
7 = 0 
Z = N / 

wr /m .. 
1 = 0 


... 


5. எச்சத் தேற்றத்தால் 
தொகை காணல் 


5.1 f ( z ) ன் எச்சம் . 

4.26 ( 4 ) ஐ நினைவூட்டுகிறோம் . G என்பது | z - a / = r 
என்ற வட்டம் . இதன் மேலும் , உள்ளும் f ( z ) ஆனது பகுமுறைச் 
சார்பாக இருந்தால் , f ( z ) ஐ லாரன்ஸ் தொடராக எழுதலாம் . 


அதாவது , f ( z ) = 


818 


an ( z - a ) 


If (z ) dz = 
C 


818 


2 an ( z - a ) " dz . 


: 


* 


an 


( z - a ) " dz ... ( 1 ) 


C 


z - a = re " என்றும் , 8 ஆனது 0 ல் இருந்து 27 வரை 
மாறுகிறது எனவும் அறிவோம் . 


21 


[ (: -a) dz = * ime . n. ie tas 


C 


27 


irr + 1 


I 2 
( n + 1 ) 10 


da 


. 


27 


T 


n 
( n + 1 ) in 


n + I 


* { Ca + 1 ) " } , 


0. .......... (2 ) 


= 0. ( n + -1 ஆனால் ) 


* . ( 1 ) ல் இருந்து , 


2 - a 


i8 


Te 


S 


( ) 1 
\ z = a 
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c f (3 ) dz = - IC 

21 

re " ide 

0 
* Ic f (z : dz = 2mi a- 1 . 
இத் தொகையீட்டுக்குப்பின் எ மட்டுமே எஞ்சியிருப்பதால் , 
a . 1 ஐ z = a என்ற புள்ளியில் f ( z ) யின் எச்சம் என்று சொல்வோம் . 

1 

f ( z ) dz 
குறிப்பு . இதனை கா = 

2xi 

( z - a } ^ + 1 
என்ற வாய்பாட்டில் n = - 1 என பிரதியிட்டும் பெறலாம் . 
5.2 . எச்சத்தைக் கண்டுபிடிக்கும் முறை . 
5.1 ல் இருந்து , லாரன்ஸ் தொடரைக் கண்டு பிடித்தால் தான் 
a . , என்ற எச்சத்தைக் கண்டு பிடிக்க முடியும் என எண்ண 
இடமுண்டு . ஆனால் , சில குறிப்பிட்ட சார்புகளில் சில சுருக்க 
வழிகளைப் பயன்படுத்தலாம் , எடுத்துக்காட்டாக , z = a என்பது 
n- தர துருவமானால் , 
எல்லை 

1 

d7-1 { ( z - a ) " f ( z ) } 
2 + d ( n - 1 ) ! 

dzn - 1 
ஆகும் . ஏனெனில் 

d - n + 1 
f (z ) + 

+ .... + 
( z - a ) ( z - a ) . 
+ an + ay ( z - a ) + a , ( z - a ) 2 + ... 
ஃ ( z - a ) " f ( z ) = - an + a - r + 1 ( z - a ) + ... 

+ a- 1 ( z - a ) - 1 + an ( z - a ) " + ... ( 1 ) 
( 1 ) ன் இடது பக்கத்திலுள்ள பகுமுறைச் சார்பின் டெய்லர் 
தொடர் ஆனது வலப்பக்கத்தில் உள்ளது . * 4-24 டெய்லர் 
தேற்றத்தின்படி ( 3 - a ) " - ன் கெழுவைக் காண்போமானால் 

1 

dr - 1 { ( z - a ) " f ( z ) } 

( n - 1 ! dz1-1 
என கிடைக்கிறது . 


a - n 


2 -- a 


d- 1 
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கிளைத் தேற்றம் n = 1 ஆனால் , ( அதாவது 2 - a என்பது எளிய 
துருவமானால் ) 


எல்லை 

{ ( z - a ) f ( z ) } ஆகும் . 
za 


குறிப்பு : ( 1 ) ன் இரு பக்கங்களுக்கும் ( n - 1 ) ஆவது வகைக் 
கொழுவைக் கண்டு பிடித்து , அதில் z = a என்று போட்டும் a - 1 ஐக் 
கண்டு பிடிக்கலாம் . 


பயிற்சி . பின் வரும் சார்புகளின் எச்சங்களைக் கண்டுபிடி : 


ear 


( ii ) zair ல் 


(i ) z = 0 ல் -1 / z 


] + 


( ili ) z = ias 


1 
( z + a ) 


( iv ) z = + ne ல் 


sin a 


e 


-1/2 


1 


= 1 


( i ) 


+ 


* + 


| 


27 





* . a - 1 


( 1 / z ) ன் கெழு = -1 : 


(ii ) 1 + er = 0 ஆனால் e ? = -1 = e 

( 2n + 1 ) mi 
ஃ . z = fT என்பது 1 + e " என்பதன் எளிய பூச்கியம் . 


ஃ z = i T என்பது al(1+ ) ன் எளிய துருவம் . 


ஃ . a - 1 


* 


எல்லை { (z - in ) ear } 
z + ir 

( 1 + ez ) 


gani எல்லை 


( z - ir ) 


z + ir 


1 + er 


== } 


eari x 


எல்லை 
X 

z + ir 


{ } } 


ani 


mi 


e 


TTİ 
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( iily z = ia என்பது 2 - தர துருவம் என்பதைக் கவனி. 

1 a { ( z - a ) f ( z ) } 
ஃ a - 1 - 

வாய்பாடு 
1 ! dz 


- 


d 
di 


1 
{ ( z - ia ) " . ( z + a ) ? 


* } , 


// 


Z = ia 


2 


1 
( z + ai ) 


* 


z = ia 


= 


-- 2 ( z + ai ) -3 


z = ail 


- 2 . 


1 
8a3i3 


- 


உ 


i 
4a3 


ez 
( iv ) ஐ லாரன்ஸ் தொடராக ( z - mm ) ன் அடுக்கு 

sin z 
களாக விரித்தெழுதி 1 /( z - NT ) ன் கெழுவைக் காண்போம் . 

z - ni = u எனப் பிரதியிடு . 


இப்போது , 

u + NT 

cosec u- ஐ U- ன் அடுக்குகளாக விரித்து 
1 /u- ன் கெழுவைக் காண்போம் . 


u + IT 


HT 


e 


sio u 


u2 


2 


u ? 


+ 


6 


{ 1+ 4+ 1 + ... } 
{ 1 

...} 
{ 1 + u + } 
{ 1 } 


T 
e 


+ . 


... 


u2 

21 
ப 

+ 
3 


2 


... 


NTT 
8 


1 


= 


+ 


+ | 


*. 


a - 1 


மா 


5-3 , எச்சத்தேற்றம் : 

f ( z ) ஆனது , C என்ற எளிய அடைத்த கோட்டின் மேலும் 
உள்ளும் a , b , c , என்ற முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள 
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புள்ளிகளை விடுத்து - பகுமுறைத் தொடர்பாக உள்ளது . இப் 
புள்ளிகளில் ( z) ன் எச்சங்கள் முறையே - b-... ) ஆனால் 

cf ( z ) az = 2mi ( a- 1 + b + ... ) 


நிரூபணம் : 


a . b . 

என்ற புள்ளிகள் C- யின் உள்ளே இருப்பதால் , 
இவற்றை மையமாகக் கொண்டு C. , C ,. ... என்ற வட்டங்களை 
ஒன்றையொன்று வெட்டிக் கொள்ளாதவாறும் , C- யின் உள்ளே 
இருக்கும்படியும் வரைய முடியும் . 4.7 தேற்றத்தின்படி , 
| f ( z ) dz = / f ( z ) dz + | 

| f ( z ) dz + I f ( z ) dz + 
C C C. 

f ( z ) dz 
-- 


Cm 


ஆனால் 5.1 படி | f ( z ) dz 

f ( 3 ) dz = 2mia 

C 
ஃ | f ( z ) dz = 2mi ( a- 1 + b_I + .... ) 
C 

21 ( எச்சங்களின் தொகை . ) 
குறிப்பு : 1 என்ற ஒரே புள்ளியில் f ( z ) பகுமுறைச் சார்பாக 
இல்லாவிடில் / f ( z ) dz = 2ri a - 1 . இது 5.1 ஆகும் . 

C 


5.4 . முடிவிலியில் எச்சம் : 


என 


f ( z ) ஆனது முடிவிலியில் ஒரு துருவத்தை உடையதாய் இருந் 

1 
தால் , Z = 0 ல் f ( z ) - ன் எச்சத்தை 

21i 

G 
வரையறை 

செய்வோம் . இதில் C என்ற அடைத்த வளை 
கோடானது f ( 2 ) யின் மற்றெல்லா ( முடிவுள்ள எண்ணிக்கை 
உள்ள ) துருவங்களையும் தன் உள்ளே கொண்டதாய் இருக்கும் . 
இப்பொழுது C ஐ அதற்கு வெளியே உள்ள பகுதியைத் தன் இடப் 
புறம் இருக்கும்படி வலஞ்சுழியாகச் சுற்றும் வரம்புக்கோடு எனக் 
கருதலாம் ! 
இப்பொழுது 5-3 ஐ உபயோகித்து 
1 

( எச்சங்களின் தொகை , ) 
2mil 

C 


[ if ( 3 ) d = 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


1 
2mi 


-- 


. 


f ( 2 ) dz 


( எச்சங்களின் தொகை ) 


-- 


முடிவிலியில் எச்சம் = - ( எச்சங்களின் தொகை ) 
ஃ . எச்சங்களின் தொகை + முடிவிலியில் எச்சம் = 0 . இதனை , 

f ( z ) என்ற பகுமுறைச் சார்பு , முடிவிலியில் உள்ள துருவத் 
தைச் சேர்த்து , முடிவுள்ள எண்ணிக்கை உள்ள துருவங்களை 
உடையதாயிருந்தால் , அவற்றின் எச்சத் தொகை பூச்சியமாகும் . 

5 * 5 . தேற்றம் : f ( z ) ஆனது z = 0 ல் துருவத்தை உடையதாய் 
இருந்தால் , வயில் f ( z ) யின் எச்சமானது , யிைன் சுற்றுப்புறத்தில் 
f ( 2 ) ஐ விரித்தெழுத கிடைக்கும் ( - 1 / z ) ன் கெழுவாகும் . 


நிரூபணம் : 


m- தர துருவம் உடையதானால் ( 4.40 


f ( z ) ஆனது லயில் 
ஐப்பார் ) 


* 


f ( z ) - 


Σ 
n = -0 


ay z " ஆகும் . 


மயில் உள்ள எச்சம் 


2011(5) 


1 

C 


( 5.4 ) 


f ( z ) ஐத் தொகையீடு செய்ய , ஒரே உறுப்புதான் பூச்கியமாகாது . 
{ 5-1ல் ( 2 ) ஐப்பார் } . 


d - 1 


ஃ . மயில் உள்ள எச்சம் = 


1 
2ri 


dz . 


a.1 . 


குறிப்பு : f ( z ) ஆனது z = வயில் பகுமுறைச் சார்பாக இருந் 
தாலும் , = 

அதாவது , a = a , .... = am = 0 ஆக இருந்தாலும் , 
அங்கு எச்சம் = -a- 1 உண்டு என்பதை நோக்குக . ஃ .உம் 
பூச்சியமானால் 


எல்லை 
-a- 1 

{ z . f ( z ) } 

2- + ல 
என்பது ( 1 ) ல் இருந்து கொள்ளத்தக்கது . 


( 2 ) 
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மாதிரி 1 : 

( z 2 
துருவங்களான 1 , 2 , விலும் , மற்றும் மயிலும் கண்டு பிடித்து 
அதன் தொகை 0 என நிரூபிப்போம் . 


( z = 1 ல் உள்ள எச்சம் ) 


எல்லை 
z + 1 


{ ( z - 1 ) f ( z ) } 


== 


எல்லை ( z - 1 ) . 2 

- 1 . 
z + 1 

( z - 1 ) ( z - 2 ) 
எல்லை (z - 2 ) . z 

( z - 1 ) ( z - 2 ) 


( z = 2 ல் எச்சம் ) 


( 3 } = 4. 


எல்லை 
இப்போது 


{ - z f ( z } } ஐக் கண்டுபிடிக்க இயலாது . 


-1 


N 


ஃ . f ( x ) = ( 

- ( 1- 1 ) (:- ) 
= ( 1+ + + ... ) ( 1+ = + .- ) 


= 1+ ) 


3 + ... 


1 
இதில் 

ன் கெழுவானது - 3 ஆகும் . இதுவே வயில் 
f ( z ) யின் எச்சம் . 


) 


3 


2 


எச்சங்களின் தொகை = - 1 + 4 + ( - 3 ) = 0 . 


என்பதை 


குறிப்பு : மயில் இது ஒரு பகுமுறைச் சார்பு 
நோக்குக . 


z / { ( z - a ) (z - b ) } ஆனால் மயில் இதன் 


மாதிரி 2 : f ( z ) = 
எச்சம் -1 என நிரூபி . 


எல்லை 


{ - z f ( a ) } } 

z f ( z ) } } = - 1 என்பது தெளிவு . 


ஃ 7 = 0 ல் ( 3 ) ன் எச்சம் -1 . 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 
5-6 . தேற்றம் : | z - a = / என்ற வட்டத்தில் , AB என்னும் 

எல்லை 
வில்லை a < 0 < B என்றவாறு எடுத்துக்கொள் . ( z - a ) f ( 3 ) 

எல்லை 
k என்ற மாறிலியானால் 2 f ( 

f (z) dz = 1 ( B - a ) k ஆகும் . 
AB 


| 


நிரூபணம் : 

கொள்கைப்படி , | z - a . ஆனால் ( z - a ) f ( z ) -k ) 
< & என்றவாறு & உண்டு . ஆனால் [ z - a | = r . 


ஃ r ஆக எடுத்துக்கொள் . 
... ( z - a ) f ( z ) = k + 1 என்பதில் | m < 

f ( z ) . ( z - a ) as 

( 2 - a ) 
AB 

AB 


இப்பொழுது f ( s ) dz = / 

| +2 


= 


dz 


AB 


3 


k + n 


s 


ie i te 


re 


rels 


B 

B 
ik | aa + nda sik ( p - a ) + is ( B - a ) 


. 


d 


e ik ( s - r ) + 0 ... , ஏனெனில் +0 


5.7 . தேற்றம் ! | z | = R என்ற வட்டத்தில் , AB என்னும் 
வில்லை < 0 < என்றவாறு எடுத்துக்கொள் . 


எல்லை 
R > ல 


zf ( z ) = k என்ற மாறிலியானால் 


எல்லை 

ART ( 2 ) dz = 1 ( $ - c ) k ஆகும் . 
R- + 0 
நிருபணம் 

| z f ( z) - k | < s என்றவாறு R ஐ எடுத்துக்கொள்ள 
இயலும் . 


. 
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ஃ z f (z ) = k + 1) ஆனால் , | 1 | < 8 ஆகும் 


z f ( z ) dz 


இப்பொழுது , 


f ( z ) dz = 
AB 


7 


AB 


B 


k + ) 


- | +2 - s 


Rio : ago 


dz 


Rei0 


AB 


. 


Ik ( B - a ) + i 


n de 


< ik ( B - a ) + is ( B - a ) 


ik ( Bra ) , ஏனெனில் -0 


குறிப்பு ! z = a என்பது f ( z ) ன் எளிய துருவமானால் , k ஆனது 
z = ax f ( z ) ன் எச்சமாகும் . 


5-8 . F ( x ) ஒரு விகிதமுறு சார்பானால் 


I F ( x ) dx ஐக் 


கண்டு பிடிக்கும் முறை . 


[ F ( x ) = F ( -x ) 


ஆனால் ( அதாவது F ( x ) இரட்டைச் 
0 
F ( x ) dx ஆகும் ] 


சார்பானால் ) இது ? 


asi 


ஆதியை மையமாகவும் , 2R ஐ விட்டமாகவும் கொண்ட 
மேல் அரைவட்டத்தை C என்ற அடைத்த வளைகோடு எனக் 
குறிப்போம் . இதில் உள்ள வில் பகுதியான அரைவட்டத்தை 
T என்று குறிப்போம் . k > 1 ஆகவும் , M ஒரு மாறிலியாகவும் 
இருக்கட்டும் . z = R G 

ஆக இருக்கும் போது , 


| F (z ) | S 


M 

எல்லை 
ஆனால் 
Rk 

R + 0 


s ro 


F ( z ) dz = 0 


என நிரூபிப்போம் . 


142 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


| | (2) dz | s | " F ( Re19 ) Reie idg | 


( "9 


r 


0 


S 


M 
Rk 


R. 1.T = 


пM 
Rk- 1 


R + 0 ஆனதால் , | F ( z ) dz + 0 

T 


இப்பொழுது F ( z ) dz = 2i ( எச்சங்களின் தொகை ) 


R 

| F ( x ) dx + | F ( z ) dz = ri ( எச்சங்களின் தொகை ) 
- R 

T 
R0 ஆனதால் | F ( z ) dz = 0 

T 


0 


| F ( x ) dx - 2 ளர் ( எச்சங்களின் தொகை ) 


குறிப்பு 1 : நாம் எடுத்துக் கொண்ட என்ற வளை கோட்டில் , 
மெய்யச்சு ஒரு பகுதியாகும் . எனவே , மெய்யச்சில் 

மெய்யச்சில் துருவம் 
இருக்கக் கூடாது . 


குறிப்பு 2 : நாம் மேல் அரைவட்டத்தை எடுத்துகொண்டோ 
மாகையால் , மேல் தளத்திலுள்ள எச்சங்களின் தொகையை 
மட்டும் கணக்கிடவேண்டும் . 


குறிப்பு 31 F ( z ) என்ற சார்பில் மெய்யச்சில் எளிய துருவங்கள் 
இருந்தால் என்ன சங்கடம் ஏற்படும் ? காஷியின் எச்சத் 

தேற்றத்தைப் 

பயன்படுத்த முடி 
C யாது . 

இதனைச் சமாளிப்பது 
எங்ஙனம் ? படத்தில் காட்டியபடி , 

நெளிசல்கள் உள்ள அடைத்த வளை 
Cal 

கோடுகளால் இத்துருவங்களைத் 
= R 

8 தவிர்க்கலாம் . 

Ca என்பது 
படம் -14 

a ஐச் சுற்றிச் 

செல்லும் ஒரு அரைவட்டம் . இதன் 
மையம் 

a . , 

ஆரமோ , கழிநுண் ( மிகச்சிறிய , infinitesimal ) 
ஆரமாகும் . 
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ஃ . 5-6 . தேற்றப்படி , 
| F ( z ) dz = xi x ( a யில் உள்ள எச்சம் ) 


Cal 


ஆகவே , பொது விதியாக , 


| F ( z ) dz = 2mix ( மேல் தளத்திலுள்ள எச்சங்களின் 

தொகை ) 
+ Ti x ( மெய்யச்சிலுள்ள எச்சங்களின் தொகை ) 

= 2mi R + + TIR 
என எழுதலாம் . 


. 


8 


dx 


T 


மாதிரி 1 / 


1 + x4 


202 


என நிரூபி . 


7 = Ri0 என்று பிரதியிடு . 

1 
| F ( z ) | = 

140 


| 


1 
3 

R - 1 


2 
R 


1 + R i40 


s 


ஃ 


F ( z ) dz = 0 . 


T 


இனி , F ( z ) ன் துருவங்களைக் காண்போம் . 


z = (-1) 1/4 


1/4 . 
= { cos ( 2kT + 7 ) + i sin ( 2kr + T ) } 


i ( 2k + 1)7/4 , k = 0 , 1 , 2 , 3 . 


இவற்றில் 1 /4 உம் 

உம் , 131 / 4உம் 


தான் குயின் உட்புறம் 


உள்ளவை . 


# r / * எச்சம் = -- */ 4 {{ z--¢ m/9. + } 


எல்லை 


1 


-3in / 4 


in / 4 4z 


= 


1 
4 


e 


z - 


// 
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-9i7 / 4 


ல் எச்சம் = 


இதே மாதிரி 23i1 / 4 


- 


1 
4 


1 


- 3in / 4 


e 


sd 


dz 
1 + z4 


= 2ni 


-9in / 4 
+ e 
4 


T 


ஃ 


s 


dx 
1 + x4 


+ 


S 


dz 
1 + z4 


V2 


-~ 


T 


T 


2 s 


dx 
1 + x4 


+ 0 = 

= 


02 


T 


dx 
1 + x 


202 


8 


F 


T 


dx 
( 1 + x2 ) 


மாதிரி 2 : 


// 


4 


F ( z ) = 
1 1 

2 
S 
( 1 + 2 ) ( | z | 

z | 
இதில் M = 41 k = 4 > 1 . F (z ) dz = 0 . 


இதன் துருவங்கள் z = # i . இவை 2 - தரமானவை . இதில் 3 = i 
மட்டும் தான் C யின் உட்புறம் உள்ளது . 


எல்லை 


d 
dz 


Z = 1 ல் எச்சம் = 


( z - i ) . 11 
( 1 + z ) 


- 


{ 1 } 
{ + - } = எல் -2 ( 2 + 1) -3 


எல்லை 


d 
dz 


= -2/813 


- i / 4 . 


8 


. 


| F ( x ) dx + Ir F ( z ) dz = 27 ! ( -i/ 4 ) 


8 
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2 


[ 


dx 
( 1 + x ) 


+ 0 = 1/2 


. 


dx 
( 1 + x ) 


= 1/4 


21 
5.9 . | F ( sins , cos 6 ) da ஐக் கண்டுபிடித்தல் . 

( 
[ F ( sin e , cos I ) என்பது sins , cos 6 - க்களின் விகிதமுறு சார்பு ] 

C என்பது ஆதியை மையமாகவும் , அலகை ஆரமாகவும் 
உடைய வட்டமாக இருக்கட்டும் . இவ் வட்டத்தில் , 


10 


2 


= cos I + i sin 8 ஆகும் . 


, -1 

- 10 
- e 

cos 0 - i sin 0 
ஃ cos I = ( 1 + z - 1 ) / 2 ; sin d = ( z - z - ) / 24 


dz = e 

in ida = isdo 
21 
f F ( cos 0. sin ) 10 = 


| F . 

F {(z+ :- )/2 . (z - z- )/2 } dz / iz 


C 


மாதிரி 1 : 


27 

ds 
3-2 cos I + sin a 
0 


S 
S 
1 


dz 

11 
iz 

2 ( z + z - 1 ) 
3 

+ 
2 

2dz 
(1-2i )z3 + 6iz- ( 1 + 2! ) 


( z - z - 1 ) 

2i 


C 


11 


இதன் துருவங்களைக் காண்போம் . 

10 


146 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


( 1-2i } z ! + 61z - ( 1 + 2i ) = 0 


z = { - 6i4 


V.- 36 + 4( 1-2i) ( 1 + 2i} } + 2 (1-2i ) 


{ -6i V - 36 + 4 ( 1 + 4 ) } + 2 ( 1-2i ) 
( -6i + 4i ) + 2 ( 1-2i ) 


2- அல்லது ( 2 - i ) / 5 . C என்பது | z | = 1 
ஃ . இதில் ( 2 - i ) / 5 என்ற துருவம் தான் C யின் 

C யின் உட்புறம் 
உள்ளது . இதில் உள்ள எச்சமானது ,. 


=+ = ys { : - " " } { na + - + m } 
= + a = y/5 { ir -1) 2-2-n }} 

2 = 4 


2 


( 1-21) (2 - i) ( -4/5 ) 


2mi / 2i = T. 


ஃ .. | F ( 3 ) dz 

C 


மாதிரி 2 : a > 0 ஆனால் , 


T 


a do 


T 


1 


s 


a + cos 8 


M1 + aa 


O 


T 


I = 


S 


2a de 
2a + 1 + cos 28 





இதில் 4 = 28 ஆனால் 


21 


- 


s 


a do 
2a + 1 + cos p 


= 1 


dz 
iz { 2a + 1 + ( z + z - 1)/ 2 } 
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| 


இதில் C என்பது அலகு வட்டம் .. 

2a 

dz 
I = 

z + 2 ( 1 + 2a ) z + 1 
C 


S 


2+ 


இங்கு F ( z ) = 1 / { z + 2 (1 + 2a ) z + 1 } 

என்பதன் 
துருவங்கள் - ( 1 + 2a ) + 2avi + a = p , q ஆக இருக்கட்டும் . 
a > 0 . ஃ C என்ற அலகு வட்டத்தின் உட்புறம் p மட்டும் தான் 

எல்லை 
இருக்கும் . p- யில் F ( z ) - ன் எச்சம் 

( z - p ) F ( z ) | 
z > P 


1 


எல்லை 
z + p 


( z - p ) 
( z - P ) ( z - q ) 


II 


p - g 


4avi + a 


ஃ | F ( z ) dz = 

F (z ) dz = 2xi /4avi + a 
C 


I = 


2a 
i 


ri 
4avi + a 


|| 


. 


Vita 


மாதிரி 3 : 0 < p < 1 ஆனால் , 


21 

cos 38 da 
1-2p cos 20 + P 


I = 


T ( 1 - p + p ) 

1 - p 


- 


27 

( 1+ cos 60 ) da 
1-2p cos 28 + pe 


I 


= 


. 


21 


2 


) de 


. 


= 


S 


its 
(( 1 + e 
1 - p ( 120 + e 

--128 


-ன் மெய்ப்பகுதி 


) + p 


( R. P. ) யாகும் . மேலும் C என்பது | z | 

மேலும் C என்பது | z = 1 என்ற வட்ட 


மாதலின் z = e 


eio 


எனக் கொள்வோம் . 


1 = 


R. P. 4 ) 3= 


( 1 + z6 ) 
{ 1 - P ( z + z- ) + p ) 


iz 
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1. 


= 


R. P. 


z ( 1 + z ) dz 
z - pz4 -p + p z 


2i 


s 
* | 


C 


R.P. 


1 
21 


z ( 1 + z ) dz 
( 1 - pz ) (z - p ) 


C 


இதில் = Mp ; = 1 /Np ஆகியவை துருவங்கள் . p < 1 ஆன 
தால் + Vp மட்டுமே C யின் உட்புறம் இருக்கும் . 

எல்லை 
( z = Vp- ல் எச்சம் ) = 

z– VP 

( z - Vp ) F ( z ) 
எல்லை 

( z - Vp ) z ( 1 + z8 ) 
z5Vp ( z - v/ p ) (z + VP) (1 - pze) 
Vp ( 1 + p3 ) 

1 + p 
20p (l - p ) 2 ( 1 - p ) 


-- 


இதேவிதமாக , -p- ல் எச்சம் ( 1 + p )/ 2 ( 1 - p ) 
ஃ F 

| F (z) dz = 2i ( எச்சங்களின் தொகை ) 
C 


3 


T 


+ 


1 + p3 
2 ( 1 - p ) 


} 


1 + p 
2ri 

2 ( 1 - p ) 
2ri ( 1 + p ) 
( 1 - p ) 


= 


2ri ( 1 + p ) ( 1 - p + p ) 
* 1 = R. P. 

21 

( 1 + p ) ( 1 - p ) 
= T ( 1 - p + p )/ ( 1 - p ) 


மா 


27 


மாதிரி 4 : 1 = 


cos 
2 


• cos ( sin 0 -ne ) dd = 


21 


case , i ( sin a - na) ad- ன் மெய்ப்பகுதி ( R. P. ) 


0 


27 

exp . ( cos I + i sin a 


R. P. 


- 


ind ) de 


0 
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21 
R. P. o 

• exp . ( -ins . di 
21 
R. P. 

i0 


| exp. (cia ) 


0 


- 


= R. P. 


. z 


dz 
fz 


B 


C 


இதில் C என்பது அலகு வட்டம் . 


e ? dz 


* 1 = + | 


-ன் மெய்ப் பகுதி 


zn + 1 


G 


இதில் 2 = 0 என்பது ( n + 1 ) - தர துருவம் . 

இதில் F ( z ) - ன் எச்சமானது , 


1 


எல்லை 
z + 0 


al 2 

e ? 
dzr 


1 


n / 


1 


ப 


F (z ) dz = 2mix 


ml 


C 


.. I = 


1 
1 


2i 
ml 


-ன் மெய்ப்பகுதி 


21 


n ! 


மாதிரி 5 : a > b > 0 ஆனால் 

27 
do 

de 
a + b cos 8 

a + b SIDS 


21 


21 
Va 


C என்பது | z | = 1 என்ற அலகு வட்டம் . 


is 

ஆனால் , dz = 10 


7 


dz = 2i0 . I do 
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.. L 


dz 
iz 


= d . 


21 

de 
a + b cos 8 


dz 
[ a + 15 ( z + 1 / z ] ] z 


-- 


|| 


2 

dz 
bza + 2az + b . 
C 
1 

ன் துருவங்கள் 
bz + 2az + b 


-- 


இதில் f ( z ) = 


a + Vai - 


| B 
B = --a - Va - 52 

b 


1 


ஆகும் . ஆனால் a > b > 0 என்பது கொள்கை . 
ஃ BT > 1 என்பது தெளிவு . ஆனால் a B = 1 . 

. la < 1 ஆக இருக்க வேண்டும் . a மட்டும் 
C யின் உள்ளே இருக்கும் . 

எல்லை ( z - a ) 1 
ஃ . ( z = a ல் எச்சம் ) 

b ( z - a ) ( z - B ) 


--- 
= 


1 
b ( a - B ) 


1 
bM ( a + B ) - 4as 


| 


21 


1 
2Va - b3 


Ti 


. 


S 


= 


2Va - 2 


Va - - 


C 


br+2 +5 = 2mi x 2 - 

| + 


2 


2 


= 


11 


27 
Ma - 52 


i 


மாதிரி 6 : 


T 


TO 


ş 


= 


( a > 1 ) . 


( a + cos 8 ) " 


( a -1/3/2 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 


1511 


z = 1 என்ற வட்டத்தை யோகக் கொள்க . 


ie 


ஆனால் 


dz 
iz 


= de ஆகும் . 


T 


1 = 


s 


do 
( a + cos 1 ) 2 


2T 

do 
( a + cos8 ) 


// 


. 


0 


து 


1 
[ a + } (z + // z ] ] 


dz 
iz 


4 
+ 


2 


= 


4z dz 
( 2 ? + 2az + 1 ) 


= 


s 


f ( z ) dz 


C 


C 


f ( z ) - ன் துருவங்கள் a = -a + va - 1 ; B = -a - vai - 1 
இதில் a > 1 ஆகையால் | B / > 1 . 

மேலும் B = 1 ஃ | a | < 1 ஃ a தான் C யின் உள்ளே 
இருக்கும் . 
z = a என்ற 2 - தர துருவத்தில் உள்ள எச்சம் 
எல்லை 1 a [ { 

( z - a ) . 2 
z + a 11 dz 

(z - a ) ( 2- B ) 
எல்லை ( z - B ) " . -z . 2 (z - B ) எல்லை z - B - 22 
z - a ( z - BIA 

Z + 0 ( z - B ) 
- ( a + B ) 

2a 
( d - B ) * 

{ ( a + BJ • _ 4 a s } 3/2 


== 


} 


* 


2a 


2a 


a 


= 


11 


( 4a -4 )3/2 


8 ( a " - 1 ) 3/2 


4 ( a -1y3 / 2 


| ) 

f z = 


παι 


11 


f ( z ) dz = 2mix 
C 


+ (a -13/2 


2 (a - 1) 3/2 


Ta 


| -- ! 


s 


f ( z ) dz = 


( a -1/2 
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மாதிரி 7 : a < 1 ஆகவும் , 1 ஒரு மிகை முழு எண்ணாகவும் 


27 


இருந்தால் 


sin no da 
1 + 2a cos G + a 


= 0 


s 
Š 


27 


sin ne . de 
1 + 2a cos 8 + as - 


21 

da 
1 + 2a cos G + ay 


eing 


s 


ன் கற்பனைப் பகுதி . 


C என்பது | z | = 1 என்ற வட்டம் ; 1 = e 

= i9 


என்று போடு . 


27 


ine de 


zn 


1 + 2a cos O + a 


dz 
1 + a ( z + 1 / z ) + a iz 


+ 


C 


- 


zn - 1 dz 
( I + az ) ( 1 + a/ z ) 


11 
-- S 


zn dz 
( z + 1 / a ) ( z + a ) 


1 
ai 


s 


f ( z ) da 


C 


இதில் f ( 2 ) -ன் துருவங்கள் -a , - 1 / a ஆகும் . இதில் -a தான் 
C யின் உள்ளே இருக்கும் , ... a < 1 . 


z = -a- ல் f ( z ) - ன் எச்சம் 


எல்லை ( z + a ) . 2 " 

( z + a ) ( z + ] / a ) 


= 


( -ar 
( -a + I / a ) 
( -1r a " 
( 1 - a ) / a 


f ( z ) dz = 2 mix 


1 
ail 


2mi ( -1 ) ^ ar + 1 

ன் கற்பனைப் பகுதி - 0 . 
( I - a ) 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 
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துணை முடிவு , 


s 


27 

cos nd da 
1 + 2a cos + a 


1.ன் மெய்ப்பகுதி 


21 ( -1 ) " a " 

( 1 - a ) 


5-10 


A F ( x ) { } x ஐக் காணும் முறை . 


ஜார்டன் சமனிலி . 0 < xs 8 < 1/2 ஆனால் y = cos x என்ற 
வளை கோட்டில் , சராசரி நிலைத் தூரம் குறைந்து வரும் . 


- 


1 


sin o 


gar 


ſcos x dx 


cos x dx = 


என்பது குறையும் சார்பு . 


8 


2 


2 


S 


sin 0 

8 


s 1 . 


.05 1/2 ஆனால் , 
இதனை ஜார்டன் சமனிலி என்பர் . 


ஜார்டன் துணைக் கோட்பாடு . k > 0 . z = Re 

M 
ஆனால் | F ( z ) | < 

Rk 

ஆக இருந்தால் 
எல்லை 
R + ய 

eimz F ( z ) dz = 0 ஆகும் . 

T 
இதில் 1 என்பது ( 5.8 ல் உள்ள ) மெய்யச்சின் மேலுள்ள 
அரைவட்ட வளைகோடு . மேலும் , m என்ற மாறிலி ஒரு மெய் 
மிகையெண் . 


s 


நிரூபணம் . 


imz F (z ) dz 


| 

| 
-1 / 

T 


imR exp . ( id ) F ( Rin ) . Rihids 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


T 


3 


| 


[ . 

imR (cos 8 + i sin a) F ( Rel) . R do 


T 


S 


--mR sin d . F ( Reil ) R da 


e 


S 


--mR sin a 
e 


M 
Rk | 


R de ... 


1 


T / 2 


-mR sin a 


S 


2M 
Rk - 11 


S 


de . 


0 


1/2 


2M 


-2m R8 / X 


S 


e 


da , sin 8 226 / T 


Rk - 1 


2M 


-mR 
( 1 - e 
= 

) = 0 . R -- 


) = 


s 


mRk 


5-11 . இப்பொழுது , F ( z ) - க்கு மெய்யச்சில் துருவங்கள் இல்லை 
எனக் கொள்வோம் . எனவே , F (z ) imz என்ற சார்புக்கும் 
மெய்யச்சில் துருவங்கள் இல்லை என்பது தெளிவு . 


ஃ . 5.8 - ல் உள்ளபடி . 


ல 


( 
i 
) 


F (x) cosmx.de 


8 


( 
si 


F ( z ) e 


(2 


eimz 


dz - ன் மெய்ப்பகுதி . 


2mi R + ன் மெய்ப்பகுதி எனலாம் . 
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எச்சங்களில் 


இதில் R + என்பது மேல் தளத்தில் உள்ள 
தொகையாகும் . இதேவிதமாக , 


O 


(i ) | F ( x ) sin mx ds 


.0 


F ( z ) imz dz- ன் கற்பனைப்பகுதி . 


T 


2mi R + ன் கற்பனைப்பகுதி எனலாம் . 


இனி , F ( z ) ஆனது , மெய்யச்சில் முடிவுள்ள எண்ணிக்கை 
யுள்ள துருவங்களை உடையதாயின் , 5-8 ( iii ) - ல் உள்ளபடி 


8 


(iii ) 


S F ( 


F ( x ) cos mx dx 


| F ( x ) ima dz- ன் மெய்ப்பகுதி 


C 


= 


2mi R + + Ti Ro- ன் மெய்ப்பகுதி . 


இதே விதமாக , 


( iv ) 


F ( x ) sin mx dx 


i 
s 


F ( z ) einz dz -ன் கற்பனைப்பகுதி 


! 


C 


= 


2TiR + + mi R- ன் கற்பனைப்பகுதி . 


இதில் R என்பது மெய்யச்சில் உள்ள எச்சங்களின் தொகை 
யாகும் . 


இவற்றைப் பல்வேறு எடுத்துக்காட்டுகளால் விளக்குவோம் . 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


cos x de 


a sina 


மாதிரி 1 ! a > 0 ஆனால் 


a 


8 


C C 


( -a 


Cal 


> 


-R 


-a 


a . 


R 


படம் 15 


. 


12 


என்ற சார்பை எடுத்துக் கொள்வோம் . 


a ? -7 


இதற்கு z == a ல் இரு எளிய துருவங்கள் உள்ளன . ஆகவே , 
அப் புள்ளிகளை நெளிசல்கள் மூலம் தவிர்த்து , படத்தில் காட்டிய 
படி உள்ள C என்ற வளைவரையை எடுத்துக் கொள்வோம் . 


இப்பொழுது , R + = 0 ஏனெனில் , மேல்தளத்தில் துருவமே 
இல்லை . 


Re 


( z = a ) - ல் உள்ள எச்சம் 


+ ( z = -a) 


எல்லை ( z - a ) 


iz 

2 


எல்லை 


( z + a ) i2 


+ 


as - 7 


எல்லை 


iz 
e 
( a + z ) 


எல்லை 


iz 
܂ 


7- + d 


2 - + - a 


ia 


- ia 


i sin a 


26 


20 


8 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 


157 


11 da 


S 


= 2mi R + + TiR 


C 


T ! { -i sia a } 


sin 


= 0 + 


8-8 


COs x dx 
al - x 


eiz dz 


H 


s 


சன் மெய்ப்பகுதி 


C 


i sin a 


துணை முடிவு . 


88 


sin x dx 
a 


iz 

dz 
a - 2 


| 
1 


S 


ன் கற்பனைப்பகுதி . 


0 . 


மாதிரி 2 ; a > 0 , b > 0 ஆனால் , 


ல 


cos 2ax 


cos 2bx 


S 


--- 


dx 


T (b- a ) 


cos 2ax 

- cos 2bx 


cos 2bx 


dx , 


2laz 
e 


2i bz 


ஆகவே , 


dz ஐ எடுத்துக் கொள்வோம் . 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


z = 0 இரண்டாந்தர துருவமாதலின் , படத்தில் காட்டிய 
நெளிசல் மூலமாய் அதைத் தவிர்ப்போம் . 


CC 


a 


Co 


R 


.. 
-- 


படம் 16 


இதிலும் , ( R + = 0 ஏனெனில் , மேல் தளத்தில் துருவமே 
இல்லை .. 


RO = 


( z = 0 ) - ல் உள்ள எச்சம் 


f ( z ) - ல் 


ப 
--ன் கெழு 


Z 


2i ( a - b) z - 2 ( a - b3 ) z – ... ல் 


1 


= 


ன் கெழு 


72 


Z 


= 21 ( a - b )) 


s 


esiar - elibz 

22 


dz = Tix 2i ( a- b ) 


= 21 ( b - a ) . 


cos 2 ax 


oos 2 bx 

dx = 21 ( b - a ) - ன் மெய்ப்பகுதி 


x 


8 


= 21 ( b - a ) 


8. 


cos 2ax 


cos 2bx 


dx = 


= T { b - a ) 
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மாதிரி 3 : 


8 


I = 


S 


sin x dx 
x + 4x + 5 


-- sin 2 


8 


F ( z ) 


giz dz = 


s 


eiz dz 
z + 4z + 5 ஐ எடுத்துக்கொள் . 

. 


C 


இதில் C என்பது ( 5-8ல் உள்ள ) மெய்யச்சின் மேலுள்ள 
அடைத்த அரைவட்டக்கோடு . இதில் 1 என்பது ( மெய்யச்சு 
நீங்கலாக ) அரை வட்ட வளைகோடு . இதில் , 


| = + 4 + 3 


1 
z + 4z + 5 


| 


2 


2 
R | 


ஃ . ஜார்டன் கோட்பாட்டின்படி , R + 0 ஆனால் 


s 


eiz dz 
z + 4z + 5 


T 


இதன் துருவங்களைக் காண , z3 + 4z + 5 = 0 . 

. z = - 2 + i . இதில் -2 + i மட்டும் C யின் உள்ளே 


உள்ளது . இதில் F ( z ) iz ன் எச்சம் 


எல்லை 
z + -2 + i 


( z + 2 - i ) eiz 
( z + 2 - i ) ( z + 2 + i ) 


e - 1-1 + 2i 


eiz dz 
z + 4z + 5 


2mi e - 1 - i 

2i 


!! 


ஃ . 


so 


R 


I F ( x ) at dx + | F ( z ) el da 


[]] 


ஃ . 


re - 1 


--R 


T 


R + 0 ஆனால் , 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


o 


s 


pix dx 
x + 4x + 5 


1-2 
T : 


S F (3) da - 0 . 


= 


T 


ல 


இதன் கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமமாக்க 


T 


sin x dx 
x : + 4x + 5 


sin 2 . 


e 


8 


8 


T 


மாதிரி 4 : m > 0 ஆனால் 1 = 


s 


COS mx dx 

* +1 


0 


imz dz 


ஐக் கவனி . C என்பது ( 5.8 ல் உள்ள 


7 + 1 


மெய்யச்சின் மேலுள்ள அரை வட்டம் 


| + | < * - இங்கு : -a : E - Re " 

F ( z ) 


( 2 ) Ima 


dz = 0 


ஃ 


r 


தில் துருவங்கள் 7 = = 1 . இதில் z = 1 மட்டும் தான் C யின் 
உள்ளே உள்ளது . 

எனவே , 


imz 
எல்லை 

) 

( z - i ) e 
z > i ( z - i ) ( z + i ) 


-m 


( z = i- ல் உள்ள எச்சம் ) = 


| 2i 


| F(3) ms dz = 2x1 . 


2mi . e 


/ 2i 


--m 
க TC 


R 
cos mx dx 

x + 1 


R 
sin mx dx 
x +1 


(r 

imz 
F ( z ) e 

da 


= Te 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 
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8 


R > 0 . ஃ 

> 


cos mx dx 

x3 +1 


+ 0 + 0 = re 


. 


-m 


.. 2 


cos mx dex 

** +1 


== Te 


ஃ I = Te 


m2 


மாதிரி 5 : a > 0 / m > 0 ஆனால் 


si 


x sin mx dx 
x2 + ar 


-ma 
Te 

2 


imz 
dz 


ze 
z + a 


ஐக் கவனி . C என்பது ( 5.8 ல் உள்ள ) 


மெய்யச்சின் மேலுள்ள அரை வட்டம் . 


| z ல ஆக 


4. 


| = + | < * என்பது தெளிவு . 1= R4 " ஆகும், 


zeimz dz 
z + a ) 


எனவே 


S 


= 0 


T 


imz - I dz 


z + a 


(இதை நேரிடையாக நிரூபிக்க , 1 / 

* / 


jmz | | | | dz | 

| z + a | 


- 


11 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


T 


--mR sing 


R ? 
R - 


M 


da 


e 


1/2 

-mR sin e 


2R2 , 
R2 - as 


e 


de 


1/2 


-2 mRG/ T ag 


V 


2R 
R_al 


e 


1/2 


-2 mR 0 / TT 


STR 
m ( R - a ) 


( 


e 


0 


TR 
m ( R - a ) 


( 1-4 - mk ) - 0 ) 


இதன் துருவங்களான #ai என்பவற்றில் , ai மட்டும் தான் 
C என்ற மேல் அரைவட்டப் பகுதியில் இருக்கும் . இதில் உள்ள 
எச்சம் 


எல்லை 
z - ai 


(z - at ) zeimz 


( z - al ) ( z + ai ) 


-ma 


ma 


e 


ai e 

2 ai 


|| 


2 


ma 


. 


e 


-ma 


( F ( z ) e 


F (z) e - mz 


-mz 

dz = 2i . 


= mi 


2 


zimz dz 


- ma 


R xx imx ax 

x + a 
--R 


s 


+ 


= vie 


z3 + a 
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R- ல ஆனால் 


4f 


imz 
1e dz 
zl + a 


= 0 


imx 
x.e 

dx 
x + a 


-ma .. 


. 


1/ 


kie 


8 


இதன் கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமமாக்க 


ma 


s 


x sin mx dx 

x2 + 


| 


-ma 


* 2 


888 


I sin mx dx 

x2 + a 


II 


ma 


x sin mx dx 

x2 + a 


// 


Te 
2 


மாதிரி 61 >> 0 ஆனால் , 


Š 


cos x dx 
x + a ) ( x + b ) 


T 
a - 


{ * } 


8 


eiz dz 


ஐக் கவனி . C என்பது ( 5.8 ல் 
( z + a ) ( z + b ) 

C 
உள்ள ) மெய்யச்சின் மேலுள்ள அரைவட்டம் . 


| +5 | < * என்பது தெளிவு . 


1 
( 23 + a ) ( z + b ) 


ஃ . 


eiz dz 
( z + a ) ( z + b ) 


- 


0 
. 


f 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


இதன் துருவங்களான + ai , + bi என்பவற்றில் al , bl என்ற 
இரண்டு மட்டும் C யின் உள்ளே உள்ளது . 


எல்லை 
[ z = ai ல் எச்சம் ) = 

z - ail 


- e 
( z - ai ) ( z + ai ) ( z + b ) 


= 


e - a 
bai - a ) 


இதே விதமாக 


( z = b1 ல் எச்சம் ) 


-- 
2bi ( a - b ) 


* ! 


eiz dz 
( z + a ) ( z + ) 


= 2i ( எச்சங்களின் தொகை ) 


2mi { 2i (5 -0 ) 


e - b 
2bi (a - ) 


R 


ix dx 


piz az 


( x + a ) ( x + b ) + 


( z + a ) ( z + b ) 


-R 


( 2 - b ) 


சன் 


R + 0 ஆனால் 

T 


eiz dz 
( z + a ) ( z + b2 ) 


10 . 


| 


எனவே , இவற்றின் மெய்ப்பகுதிகளைச் சமமாக்க , 


8 


Cos x dx 
( x + ) ( x2 + be ) 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 


8ட 


sin x dx 


மாதிரி - 7 : 


= 


T 
2 


- 


G 


* 


E 


F 


B 


A 
h 


R 


படம் 17 . 


இப்போது C என்பது ABDEFGA என்ற அடைத்த வளை 
கோடு ஆகும் . 1 = 0 என்ற சிறப்புப் புள்ளியைத் தவிர்க்க என்ற 
மிகச்சிறிய ஆரத்தை உடைய ( r + 0 ) Y = FGA என்ற அரை 
வட்டம் உதவுகிறது . எனவே ,, 


eiz dz 


( " 


0 . 


கோஷியின் தேற்றம் . 


R 


ix 


iz 

da 


dx 


I de 


e 


ஃ . 

--R 


+ 


+ 


s 


X 


Z 


FG A 


eiz dz 


+ | 
- 


ds = 0 . 


... ( 1 ) 


BDE 


eiz dz 


இதில் 


1 


S. 


ஐ எடுத்துக்கொள் . 


2 


FGA 


iz 


எல்லை 
+0 


z Xi I 


= 1 . 


... 5.6 தேற்றத்தின்படி 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகுஇயல் 


els dz 


i = 


from 


-ix1x1 = -ir 

-ா ( இ . 

( இது வலஞ்சுழி 


3 


FGA 


யாதலின் குறையெண் ) 


இனி , || 


M 
K 
R 


என்பது தெளிவு . ( M > 1 ) . 


eiz dz 


ciz dz 


.. - 0 ஆனால் 


- 


20 . 


s 


2 


Z 


BDE 


T 


ix 


( 5.10 ஐப்பார் . ) 

R 
கடைசியாக , 

+ 

ஐக் கவனி . 
--R 
முதலாவது தொகையீட்டில் x = -y என்று போடு . 


dx 


S 


s 


ix ds 


x 


* 


-iy ( -dy ) 


( -y ) 


- is ds 


/ 
- 
/*...- 
_ " + " 
------- 


ஃ 


ஃ r- + 0 ; மேலும் R + 0 . 


8 


sin x dx 


( 1 ) ல் இருந்து , 21 ( 


-ா -0 . 


0 
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sin x dx 


= 


8 


மாதிரி 8 : 


sin Tx de 
x ( I - X ) 


T 


ட 


( 


Co 


CI 


-R-- - + n -nOn - 1 + h R 


படம் 18 


படத்தில் காட்டியபடி C என்ற அடைத்த வளைகோட்டை 
எடுத்துக்கொள் . z = -1 , z = 0 , z = 1 என்ற சிறப்புப்புள்ளிகளை 
வெளிப்புறமாக நீக்கி ( நெளிந்து செல்வதைக் கவனி . 


! 


ſ ) 


F ( z ) dz = 

C 


S 


ITZ 
ee dz 
( 1 - 7 ) 


- ) 


= 0 ..... ( 1 ) காலி தேற்றம் . 


: 


-1 


S 


F ( x ) x + | F ( 3 ) dz + S ( ) 


F ( x ) dx 
-1 + / 


--R 


C.I 


1 - r 


+ | F ( 3 ) 2 


+ 


F ( x ) x + | F (2) da 


C. 


C. 


R 


+ 


| F x 


F ( x ) dx 


+ 


s 


F (z) dz = 0 


( 2 ) 


1 + r 


T 
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முதலாவதாக , 


F ( 3 ) dz = 0 , 5-10 ஐப்பார் . 


0 


T 

1 

M 
ஏனெனில் R-+ 0 ஆனால் , 

K 

2 ( 1 - z ) R 
C- என்ற அரைவட்டம் - 1 ஐ மையமாகக் கொண்டது . 


எல்லை 


e 


frz 
( 2 + 1 ) e 
z ( I - z ) ( 1 + z ) 


in 

= } , : . 5-6 - ன் படி 
- 2 


F ( z ) dz = -rx ( இது வலஞ்சுழியாதலின் குறையெண் . ) 
C.I 


C. என்ற அரைவட்டத்தில் F (s) as = - in x 1 . 


C. 


ஏனெனில் , 


எல்லை 
z0 


irz 
ze 
z ( I - z ) 


= 1 . 


C ), என்ற அரைவட்டத்தில் | f (z) ds = -ir > ! 


( 


C 


ir 


ச 


= 


- 


-2 / 


1 


irz 
எல்லை ( 2-1 ) 
ஏனெனில் , 

z - 1 

- (2-1) ( z + ] ] z 

-1 - r 
கடைசியாக , F ( x ) dx + 
--R 

-1+ 
R 


s 


+ / 


F ( x ) x + | F ( x ) . 


irx ds 


+ 


| F ( x ) de 


88 


i 


x ( 1 - 3 ) 


--- 


1 + r 
ஏனெனில் --0 , மேலும் R + o : 


ஃ ( 2 ) ல் இருந்து 


itx dx 


838 


-2ir = 0 . 


x [ [ -x ) 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 
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இதன் கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமமாக்க . 


s 


sin x dx 
x ( 1 - x ) 


= 2T . 


8 


8 


.. 


sin Trx dx 
x ( 1 - x ) 


. 


மாதிரி 9 : 0 < a < 1 ஆனால் 


A - 1dx 


T 


( 
i 
) 


( | 


a 
X dx 
1 + x 


( ii ) 


S 


= Tcot an 


sin a TT 


ட 


ட 


Co 


- 


= R --h 


-1+ - Of 


R 
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படத்தில் காட்டியபடி C என்ற அடைத்த வளைகோட்டை 
எடுத்துக்கொள் . z = -1 , z = 0 என்ற சிறப்புப் புள்ளிகளை வெளிப் 
புறமாக நீக்கி C நெளிந்து செல்வதைக் கவனி 


a - 1 dz 


s F ( z) dz = 5 


= 0... ( 1 ) காஷித் தேற்றம் . 


1 + z 


C 


C 


-1 - r 





F (x) t + F(z) az + J F ( x ) ds 


-R 


C - I 


--1 + 


R 


+ 


F (2) az + F (x) 


+ 


F (s) க - ... ( 2 ) 


Co 


T 
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முதலாவதாக , 


F ( z ) iz = 0 , 5.10 ஐப்பார் 


2-1 


ஏனெனில் ( z | -- ஆனால் 


M 
K 

Ra 


+0 . 


1 + z 


( :: a > 0 என்பது கொள்கை ) 


G - 1 என்ற அரைவட்டத்தில் , 


எல்லை 


(x +1 ) 20-1 


( -1) " - 1 = ( ir , -1 


2 * -1 


( 1 + z ) 


ira 
= e 


e 
--ா 


e 


cra 


fra 


.. 


| F ( z ) dz = -ir ( -- 


) = freira 


C. 


5.6 . ஐப்பார் . C - 1 என்பது வலஞ்சுழியாகச் செல்கிறது . 
எனவே -ir ஆல் பெருக்குகிறோம் . 


C .. ல் ; 


எல்லை 
z50 


2.2 1 


= 


எல்லை 

24 
z > 0 1 + z 


== 0 . 


1 + z 


ஃ . 


S F ( z) dz 


= -irx0 = 0 . 


C. 


- 


ஃ ( 2 ) ல் இருந்து (r > 0 ஆதலின் ) 


F ( x ) dx + / F ( x ) dx + / F ( x ) dx + ime 


( 3 ) 


-1 


S 


ma, fro--- 


14-1 ds 


/ 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 
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( -1,9-1,9-1 ( -dy) 
இதில் y = -x எனப்போட்டால் , = s 

( 1 - y ) 


(ett,a - hy 

, 


a - 1 


dy 


ll 


s 


2 


giat e 


-in 


in .ya - 1 


dy 


al 


s 


1 -Y 


jan xa - l dx 


* ( 3 ) ல் இருந்து 


1 - X 


o 


a - 


-1 lan ax 


S 


a - 1 
X 

dx 
1 + x 


S 


1 - X 


0 


ineira 


இதன் மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமமாக்க , 


Q - 1 


-1 


cos an , xa 


ха 


dx 


X 

dx 
1 + x 


1 - X 


sla ta ( 4 ) 


sto na .x @ ~ 1 


dx 


H 


s 


S 


TcOS 1a 


( 5 ) 


1X 


8 


xa - l ax 


= n cot Ta 


( ii) 
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இதை ( 4 ) -ல் போடு . 


84 


xa - 1 


dx 
1 + x 


- 


Cos ar 


7T COS na 
Sin Ta 


= T Sin ral 


0 . 


a - 1 

dx 


T 


ஃ . 


s 


TT sina ra + Tcos na 

sin ra 


|} 


1 + x 


( 
i 
) 


Sin na 


0 


மாதிரி 10 : ( வேறுமுறை ) 


Coo 


Co 


R 


(-1,0 ) 


L2 


படம் 20 


8 


4-1 dx 


0 < a 1 ஆனால் , 


T 
sis an 


1 + x 


22-1 


f ( z ) | 

1 + 7 

-ஐப் படத்தில் கண்ட வளைவரை வழியே 
தொகையீடு செய்வோம் . இவ் வளைவரையானது . 

( 1 ) மெய்யச்சில் சல் இருந்து R வரை செல்லும் L1 என்ற 
கோட்டில் ஆரம்பிக்கிறது என கொள்வோம் . இங்கு வீச்சம் z = 0 
ஆகும் . 


( 2 ) இரண்டாவதாக , முடிவிலியை அணுகும் R ஐ ஆரமாக . 
உடைய Go என்ற வட்டத்தின் வழியே சென்று , 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 
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( 3 ) பின்பு , R- ல் இருந்து 7 வரை மெய்யச்சின் வழியே 
செல்லும் L. என்ற கோட்டின் வழி செல்கிறது . இங்கு வீச்சம் 
2 = 21 என்பதைக் கவனி . 


( 4 ) கடைசியாகா என்ற மிகச் சிறிய ( கழிநுண் ) ஆரத்தை 
யுடைய C. என்னும் வட்டத்தினால் அடைத்த வளைகோடாகிறது . 
A f ( x ) dx + f ( z ) dz 

) s $( ) 

( x ) de 
L 

L. 


+ 


Coo 


+ 


s 


f ( z ) dz = 25i . ( 2 = - 1 ல் உள்ள எச்சம் ) ...... ( 1 ) 


Co 


R 


8 


1-1 


இதில் 


$ 1 (x 
) dx 


f ( x ) dx = 


f ( x ) dx = 


Š 


dx 


1 + x 


L. 


| 


| 


s f 


| z | 


f ( z ) dz 


S 


S 


a - 1 

. I dz || 
| z + 1 | 


Co 


Co 


2rRa 


S 


+0 a < 1 ; R + ல 


( R - 1 ) 


ஜா 


2ni 


J f ( xe 


) . 


dx 


8 


1-1 2ari 

dx 
1 + x 


2 


[ reas - / 

- 
| ( 1 ) 


= 


| 


f ( z ) dz 


S 


s 


| z | 4-1 . I dz | 

| 1 + z | 


Co 


VI 


2rra 
1 


+ 0 


a > 0 ; / + 0 
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( z = -1 - ல் உள்ள எச்சம் . ) 


எல்லை 


ani 


( z + 1 ) . 20-1 

( 1 + z ) 


ela - 1 )ni 


= 


24ami 


ஃ ( 1 ) ல் இருந்து 


ல 


al ax 


ari 


- 


2ami 


2rie 


1 


( 1 - 


) 


1 + x 


0 


a - 1 

dx 
1 + 1 


2mi eani 


= + 


( 2ani - 1 ) 


+ 2ni 


= 


al 


ani 


( 


+ 21 


T 


21 sin an 


sipan 


5-12 , பல்வகைக் கணக்குகள் : 


மாதிரி 


1 . 


Sin x dx 


cos x dx 


NT 
202 


C 


1/4 


+ 


AAL 


படம் 21 


படத்தில் உள்ளபடி 0ABO என்ற ஆரைச் கிறையை C ஆக 
எடுத்துக்கொள் , 
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s f ( z ) dz = 


S 


eiz dz = 0 


( 1 ) காஷி தேற்றம் 


C 


с 


... 


S 


f(x)dx + 5 $ ( 2 ) dz + 


f ( 2 ) dz = 0 ... ( 2 ) . 


OA 


AB 


BO 


R 


R 


ixs de 


s $ ( x) dx = 

= s 


( cos x + i sin x ) dx 


OA 


0 


T4 


s 


IR : 216 


f ( 2 ) dz - 


s 


i @ 
. Re ide 


AB 


76/4 

iR * cos 28 --R * sin 20 
IR 


Re" ido 


d 


70/4 


s 


-R * sin 20 

Rd8 . ( இதில் மாறிலி ) 


. 


TT 12 
R : sing R 

2 


И 


do 
20 = 


0 


º ஆனால் , 


71/2 


-2R 0 / TT . 


s 


S 


ź do . 


( ஜார்டன் சமனிலி ) 


( 1-2-0 ) 


0 , grafie R + . 
0 


.. 


f ( z ) dz = cdre cap ( /2 ) .217 /4 dr. 


BO 


R 


( இதில் z = rcin / 4 என்பதைக் கவனி ) 
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( 1 + 1 ) . dr . 


R 


ல 


x 


( 1 + i ) 
02 | 


NT 
2 


: இதில் R + o . 

, S 


dx = V1 / 2 


- 


0 


* . ( 2 ) ல் இருந்து 


8 


= 


O 


( 1 + i ) VT 
( ) 

02 

2 
0 
இதன் மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமமாக்க , 


S 


cos x : dx = 


sin x dx = 


VT 
2/2 


0 


0 


மாதிரி 2 : C என்ற செவ்வகத்தின் உச்சிப்புள்ளிகள் 0. R 


R + la , la ஆனால் e 


-ன் தொகையீட்டை C வழியே கண்டு 


x2 


ae 


( i ) | 


) 


VT 
2 


cos 2ax dx = 


e 


என்றும் 


8 


x2 


( ii ) 


| 


e 


ar 


sin 2ax dx = 


e + 


0 
என்றும் நிரூபி . 


13 


B R + ia 


iac 


கொடுக்கப்பட்ட சார்பின் 
கிறப்புப் புள்ளிகள் பயின் 
உல்ளே இல்லை . 


AAT 
( R , 0 ) 


( 0,0 ) 


படம் 32 


. 


- 
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s 


... 


dz = 0 


( 1 ) காஷி தேற்றம் . 


R 


s 


ex 


dx + 


- ( R + iy ) 


... 


idy 


Š 
i 


0 


e- ( x + ia ) . 


S 


dx + 


+ 


e- (ty )" idy = 0 . 


a 


இப்பொழுது 


e- ( R + lyje 


8 


S 


- R * + y dy 


< aeg- RS 


, : AB- y sa 


0 , . 


R + 00 


R 


0 


- ( x + ia ) 


s 


dx + i 


eye dy 


dx + 


dy = 0 


s 


* 
s\ -* 


** + a —2iax 


ولم 


هم 
به 
م 
: 


dx -i 


s 


ele 


dy 


8 


x ta 


11 


e 


( cos 2ax - i sin 2 ax ) dx 


12 
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8 


* " 


dx 


V1/ 2 . என்பதை நினைவிற் கொண்டு , 


இதன் மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமமாக்கினால் , 


8 


MT 
2 


4 . 


x ? 

cos 2 ax dx 


0 


ey ty 


dy = 


so 


sin 2 ax dx 


0 


5-13 . மெரோமார்பிக் சார்புகள் ; 


D என்ற அரங்கத்தில் , முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள 
துருவங்களையுடைய f ( z ) என்ற சார்பு அப்புள்ளிகளைத் தவிர 
மற்ற இடங்களிலெல்லாம் பகுமுறைச் சார்பாக இருந்தால் அதை 
மெரோமார்பிக் சார்பு என்று அழைப்போம் . 
5-14 . மிட்டாக் லப்லர் தேற்றம் : 

f ( z ) என்ற சார்பின் முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள எளிய 
துருவங்களை அவற்றின் மட்டுகள் அதிகரிக்கும்படி a1 , az , as , ..... 
an என வரிசைப் படுத்துவோம் , இவற்றில் உள்ள எச்சங்கள் 
முறையே 51 , b ,, be . .... bn ஆக இருக்கட்டும் . CN என்பது 
| z | = RN என்ற வட்டம் . இவ்வட்டத்தின் மேல் ( i ) ஒரு 
துருவமும் இருக்கக் கூடாது . (ii ) N எதுவாக இருப்பினும் 
| f ( z ) | < M ஆக இருக்க வேண்டும் . மேலும் N ஆனது 0 ஐ 
அணுக , R. •உம் 0 ஐ அணுகினால் 


ஆகும் . 


f ( z ) = f ( 0 ) + z 

n = 1 


2 . { 4+ - 
1 (z) என்ற சார்பைக் கவனி . 


f ( 
நிரூபணம் : 
இதன் துருவங்கள் as , a , ..... an என்பவற்றோடு ( யும் ஆகும் . 
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கா - ல் இதன் எச்சம் 


= 


ba 
( ar -1 ) 


எல்லை 

f ( z ) 
( z - as ) 
Z + an 

( z - 1 ) 
t- ல் இதன் எச்சம் 
எல்லை 

f ( z ) 
( z - 1 ) 

( z - t ) 
ஃ எச்சத் தேற்றத்தின்படி 


f ( t ) . 


S 


f ( z ) dz 
CN 


= 2mi { 10 
) 

{ 10 + 1 ; } 


... ( 1 ) 


( z - t ) 


f ( z ) ஆனது 2 = 0 - ல் பகுமுறைச் சார்பெனக் கொள்க . 


( 1 ) -ல் = 0 என்று போடு . 


f ( z ) dz 


= 


2n : { f { 0 } + 1 4 ; } 


( 


( 2 ) 


7 


C 


| |( z) { 1- ; } 


( 1 ) -ல் இருந்து ( 2) - ஐக் கழிக்க , 

1 

1 

z 
CN 


dz . 


2xif(t ) - f (0 ) + - . 

( 3 ) 
1 

am - t 
இப்போது , ( z | = R என்ற வட்டத்தில் If (z ) | < M . 


மேலும் z - t | - | z | - || 


- R 


RN - || 


27 R 


N 


. 


| I 


f ( z ) dz 
z ( z - t ) 


| 


M 
R 
N 


RN 


( RN 


| t ) 


* 


0 


ஏனெனில் , N + 0 ஆனால் , RN + 0 . 


180 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


( 3 ) ஆனது 


f ( t ) = f ( 0 ) - z b . 

1 - 


6. { 1-1 } 

6. { 1 - - } 
: f ( x ) = f ( 0 ) + 3 b » { -- 

.. ! ++ ) 


f ( t ) = f ( 0 ) + Lb. 


1 


1 


5.15 . cot z = 


+ 2 


{ 


+ 


+ } 


என நிரூபி . 


z - T 


1 


f ( z ) 


cot z 


எனக் கொள்க . 


2 


sin z 


ஃ .. f ( z ) 


ZCosz 

z sin z . 


இதன் எளிய துருவங்கள் z = ni ஆகும் , n = +1 , +2 , ... 


எல்லை 
-ல் எச்சம் = 

( z - nr ) 
z - MIT 


( z cos Z 

sin z ) 
Z sinz 


z - nா 


z cos z - sinz 


எல்லை 
2 - ni 


எல்லை 
1 -- T 


. 


sin z 


Z 


) . 
( 5 ) 


NTT COS NT 


|| 


எல்லை 
7 + T 


nT 


1 


• Cos nr 


= 1 . 


1.. 5.14 தேற்றத்தின்படி 


= 


COS NTT 


| 


cota 


Σ 


{ --- 


+ 


* } 


| 


7 


nT 


குறிப்பு 1 : z = 0 என்பது நீக்கக்கூடிய சிறப்புப்புள்ளி . அது 
துருவமல்ல . ஏனெனில் 
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எல்லை 
z + 0 


z cos z - sin z 

z sin z 


- 


எல்லை 
z + 0 


-- z sia z + cos z- cos Z 

z cos z + sin z 


எல்லை 
z + 0 


- sin z - z cos Z 
cos z + cos z - z sin z 


|! 


= ) 


2 


குறிப்பு 21 இதிலிருந்து , 


8 


cot z = 


. 


+ 2z - 

n = 1 


1 
z - n T 


என நிரூபிக்கலாம் . 


2 


. 


5.16 . இத்தேற்றத்திற்கு முன் 417 (i) , ( ii) , (iil ) . ( iv ) 
ஆகியவற்றை மீண்டும் வாசித்தல் நலம் . 

வீச்சத்தேற்றம் : f ( z ) ஆனது C என்ற எளிய அடைத்த 
வளைகோட்டின் மேலும் , உள்ளும் பகுமுறைச் சார்பாக 
இருக்கட்டும் . இதற்கு விதிவிலக்காக at , G. an என்ற 
புள்ளிகளில் P1 , P2 , ... Pr- தரதுருவங்களும் ; Br . B .. .... Bk என்ற 
புள்ளிகளில் n na . ... , nk- தர பூச்சியங்களும் இருக்கட்டும் .. 
மேலும் , C மேல் f (z ) +0 ஆனால் 
1 f ( z ) dz 
= N- P 

( 1 ) 
21i 

f ( z ) 
C 


S 


இதில் N = Ynk ; P = 2 pm 


C 


நிரூபணம் : 


an 


Свк 


an 


BK 


Ca ,, ....Ca .. s . , ... CB 
என்ற வட்டங்களை - க்குள் உள்ள 
வையாகவும் , ஒன்றையொன்று 
வெட்டிக் கொள்ளாதவாறும் , 
a ...... aa . B1 

B1 , ... , Bk என்ற 
மையங்களை உடையவைகளாகவும் 
எடுத்துக்கொள் . பூச்சியங்களும் , 
துருவங்களும் தனித்தவை ( 4.28 , 
4-35 ) ஆதலின் இது சாத்தியமா 
கும் . 4-7 காஷியின் கிளைத்தேற்றத் 
தின்படி 


படம் - 23 


S 


= 


* ) 


( 
2 
) 


Ca .. 


" Can 
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1 

f (z ) dz 
2 

f (z ) 
G 
1 f ( z ) dz 

f ( z ) dz 
Σ 

+ E 
2i f ( z ) 

f ( 3 ) 

Be 
z = an என்பது pr- தரதுருவமாதலின் , 
f ( z ) = 

எனக் கொள்ளலாம் . 
இதில் g ( z ) ஆனது Ca. என்ற வட்டத்தின் 

மேலும் , 
உள்ளும் பூச்சியத்திலிருந்து மாறுபட்ட பகுமுறைச் சார்பாகும் . 
ஃ logf ( z ) log g ( z ) -pr log ( z - an ) 

1 

f z ) dz 
. 
2ri 

f ( z ) 


C 


(z - ax ) Pn 


- 


s 


1 
2ri 


- 


g ( z ) dz 

g ( 2) 


Pn 
Ti 


dz 
( z - a . ) 


s 


Con 


Can 


* 


= 0 - 


Pn 
2ri 


2mi = - pn 


- ( 3 ) 


== என்பது - தர 


பூச்சியமாதலின் , 


f ( z ) = ( z - B ) 

" K - h , 

h ( z ) எனக் கொள்ளலாம் . இதில் , h ( z ) 
ஆனது , என்ற வட்டத்தின் மேலும் , உள்ளும் பூச்சியத் 
திலிருந்து மாறுபட்ட பகுமுறைச் சார்பாகும் . 


ஃ log f ( z ) 


" x log ( z - ss ) + log h ( 3 ) 
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13 


f ( z ) 
f ( z ) 


" K 
( z - B. 


+ 


h ( z ) 
h (z ) 


K 


1 


f ( z ) dz 


. 


2i 


cts 


K 


1 


h ( z ) dz 


= 


dz 
( z - B 


+ 


( 


2Ti 


s 


2i 


h ( 2 ) 


s 


64 


" K 
2Ti 


2mi + () = n 

K 


--- 


-... ( 4 ) 


ஃ . ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) ல்- இருந்து 


1 
2ார் 


f ( z ) dz 
f ( z ) 


- 


2 x - Ypx = N - P . 


5-17 . வீச்சத்தின் தத்துவம் : f (z) ஆனது C யின் மேலும் , 
உள்ளும் பகுமுறைச் சார்பானால் 


N - 


1 
27 


Ac வீச்சம் f(z). 


AC வீச்சம் f ( z ) என்பது 2 - ஆனது C வழியே செல்லும்போது , 
f ( 3 ) -ன் வீச்சத்தில் ஏற்படும் மாற்றத்தைக் குறிக்கும் . 


நிரூபணம் : 


P = துருவங்களின் 


f ( z ) பகுமுறைச் சார்பாதலின் 
எண்ணிக்கை = 0 . . 5.16 ( 1 ) படி 


1 
21 


f ( z ) da 

f ( z ) 


N 


( 1 ) 
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இப்போது w = log f ( z) எனக் கொள்க . z- ஆனது C என்ற 
அடைத்த கோட்டின் வழி செல்ல , w ஆனது T என்ற அடைத்த 
கோட்டின் வழி செல்ல வேண்டும் என்பது தெளிவு . 


ஃ . 


f ( z ) .dz 

f ( z ) 


s 


dw 


C 


T 


மேலும் , log f ( z ) log | f ( z ) | + i வீச்சம் f ( z ) . ஆனால் , 
log | f ( z ) | ஒரே மதிப்புடைய சார்பாகும் . எனவே 


Saw 


= AC வீச்சம் f ( z ) . 


T 


ஃ. N = 


- 


1 
21 


AC வீச்சம் f ( z ) . 


5. 18. ரூசேயின் தேற்றம் . f ( z ) , 8 ( z ) என்ற சார்புகள் 
C என்ற எளிய அடைத்த வளைகோட்டின் மேலும் , உள்ளும் 
பகுமுறைச் சார்புகளாக இருந்து , C யின் மேல் g ( z ) | < If ( z ) | 
ஆனால் , C யின் உள்ளேரி ( z ) யும் , { f ( 3 ) +8 ( z ) } யும் ஒரே எண்ணிக் 
கையுள்ள பூச்சியங்களை உடையவனவாக இருக்கும் . 


நிரூபணம் . 

C யின் மேல் | f ( z ) | > 0 ஆக இருக்க வேண்டும் . மேலும் , 
| f ( z ) + g ( z ) | > | f ( z ) | - | g (z ) | > 0... C யின் மேல் 
f ( z ) ஆவது , { f ( z ) + g ( z ) } ஆவது பூச்சியமாக இருக்கமுடியாது . 


இப்பொழுது , w = 1 + ; என்று போடு . 
அப்படியானால் f + g = w f . எனவே , 2 ஆனது , 

w , , C யின் மேல் 
இருந்தால் W ஆனது | w - 1 = 1 என்ற வட்டத்தின் உள்ளே 
இருக்கும் , : 181 < l f | . ஆகையால் , 2 ஆனது C ஐச் 
சுற்றும்போது , w ஆனது ஆதியைச் சுற்றிச் செல்லாது . எனவே , 
w- ன் மட்டும் வீச்சமும் 2 ஒரு சுற்று சுற்றிய பின் மீண்டும் 
முதலில் பெற்ற மதிப்புகளையே அடைகின்றன . ஆகையால் , 
C யின் உட்புறம் f ( z) - க்கு 1 பூச்சியங்கள் இருந்தால் , 7 ஆனது 
C ஐச் சுற்ற f ( 2 ) + g ( z ) - ன் வீச்சம் 2nr அளவு அதிகரிக்க 
வேண்டும் . ஆகவே f ( z ) + g ( z ) யும் C யினுள் 1 பூச்சியங்களை 
உடையதாகும் . 
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5. 19. இயற்கணித அடிப்படைத் தேற்றம் . 

n- படி உள்ள ஒவ்வொரு பல்லுறுப்புக் கோவையும் , சரியாக 
n- பூச்சியங்கள் உள்ளவை . 


நிரூபணம் . 

ao + ai z + a , z + ... + an z ? என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையை 
எடுத்துக் கொள் . இதன் படி 1 ஆகையால் an # 0 . இப்போது , 
f ( z ) = amzn 

என்றும் , 

g ( z ) = 00 + ay z + .... + an - 1 zh- 1 
என்றும் . 

எடுத்துக் கொள்வோம் . C என்பது | z | = r ( 1 ) 
என்ற வட்டம் . இதில் 


| 


| 


g ( z ) 

| a . | + la lr + ... + | anai | r " -1 
f ( z ) 

| an | " 
- ஐ வேண்டிய அளவு பெரிதாக எடுத்துக் கொண்டால் 

| 8 ( z ) | < I f ( z) | என்பது தெளிவு , ( r- . ஆனால் 
இது பூச்சியத்தை அணுகும் ) 


: 5.17 ரூசே தேற்றத்தின்படி f ( z ) + g ( z ) யும் f ( z ) யும் 
ஒரே எண்ணிக்கையுள்ள பூச்சியங்களுடையவை . ஆனால் f ( z ) 
as an என்பது பூச்சியங்களை ஆதியில் 

உடையது . 
.. f ( z ) + g ( z ) = ao + ai z + ... + an z " என்ற பல்லுறுப்புக் 
கோவையும் - பூச்சியங்கள் உடையதாகும் . 


H 


மாதிரி 1 : a > e ஆனால் e = azr என்ற சமன்பாட்டின் 
1 மூலங்கள் அலகு வட்டத்தினுள் உள்ளன என நிரூபி . 

f ( z ) = a z " ; 1 ( z ) = -er எனக் கொள்க . C என்பது 
| z | = 1 என்ற அலகு வட்டமாய் இருக்கட்டும் . C யின் மேல் , 
If ( z ) | = | az | = a 

| g ( z ) | | -e = [ e | 


= | 1 + z + 3 + .... 


31 + | z | + 


| z | - 

21 


+ 


.. 


S 1 + 1 + ) - 


+ .... 


Se . 
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e 


a 


| g ( z ) | 
s 

< 1 என்பது கொள்கை . 
If ( z ) | 
எனவே ரூசே தேற்றத்தைப் பயன் படுத்தலாம் . 

f ( z ) - ன் 1 பூச்சியங்களும் ஆதியில் உள்ளன என்பது தெளிவு 
ஃ f ( z ) + g ( z ) = azr - e ? என்பதற்கும் அலகு வட்டத்தினுள் 
n பூச்சியங்கள் இருக்க வேண்டும் . 

மாதிரி 2 : z - 5z + 12 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் எல்லா 
மூலங்களும் ( z | = 1 , [ z | = 2 என்ற வட்டங்களுக்கு இடையே 
இருக்க வேண்டும் என நிரூபி , 


| z | < 1 - ல் ஒரு மூலமும் இல்லை 

இல்லை என 


முதலாவதாக , 
நிருபிப்போம் . 


* 


f ( z ) = 12 ; g ( z ) = z7-5z3 எனக் கொள்க . | z | = 1 என்ற 
வட்டத்தில் I f ( z ) | = 12 . 
| g ( z) | = | zl - 5z3 | < | z7 | +5 | z | 3 $ 1 + 55 6 . 

ஃ . | g ( z ) | < | f ( z ) . 

ரூசே தேற்றத்தின்படி f ( z ) + g ( z ) - ன் பூச்சியங்களின் 
எண்ணிக்கை = f ( z ) - ன் பூச்சியங்களின் எண்ணிக்கை . 

f ( z ) = 12 ஆனதால் அதற்குப் பூச்சியமே கிடையாது . 
ஃ . f ( z) + g ( 3 ) க்கும் பூச்சியம் கிடையாது . அதாவது , 

f ( 2 ) + g ( z ) = 0 க்கு மூலம் கிடையாது . அதாவது , 
21 - 523 + 12 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 

| z / > 1 என்ற பகுதியில் தான் இருக்க வேண்டும் .... ( 1 ) 
இப்போது | z ] = 2 என்ற வட்டத்தை எடுத்துக்கொள் . 
f ( z ) = z ; g [ z ) = -5z3 + 12 எனக் கொள்க . 

| g ( z ) | 5 | z | 3 + 12 SX23 + 12 52 
If ( z ) | | z | 

27 
ஃ ரூசே தேற்றத்தின்படி f ( z ) + g ( z ) - ன் பூச்சியங்களின் 
எண்ணிக்கை - f ( z ) - ன் பூச்சியங்களின் எண்ணிக்கை . 

ஆனால் f ( z ) = z7 என்பதன் 7 பூச்சியங்களும் ஆதியில் உள்ளன . 

z1-5z + 12- ன் 7 பூச்சியங்களும் | z | = 2 என்ற வட்டத் 
தினுள் இருக்க வேண்டும் . 

( 2 ) 


S 


< 1 


128 ) 
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187 


( 1 ) , ( 2 ) ல் இருந்து இப்பூச்சியங்கள் ( z = 1 , | z | -2 என்ற 
வட்டங்களுக்கிடையே இருக்க வேண்டும் என்பது தெளிவு . 


மாதிரி 3 : z +223 + 3z + 4z + 5 = 0 என்பதன் மூலங்கள் 
ஒவ்வொரு காற்பகுதியிலும் ( quadrant ) அமைந்துள்ளன என 
நிரூபி . 


f ( x ) = x4 + 2x3 + 3x : + 4x + 5 
என்பதற்கு மெய் மிகை மூலம் கிடையாதென்பது தெளிவு . 

f ( - x ) = x4 - 2x3 + 3x3-4x + 5 


= x ( x - 2x + 1 ) + 2x - 4x + 5 


= x " ( x - 1y + 2 {( x- 1) + } } 


இதுவும் பூச்சியமாக முடியாது . ஃ மெய்யான குறை ( - ve ) 
மூலமும் கிடையாது . 


இனி , ( மெய்ப்பகுதியில்லாத ) கற்பனை யெண் மூலமாக இருக்க 
முடியுமா என ஆராய z = jy எனபோடு . 


f (iy ) = y - 2iy3 - 3y + 4iy +5 

= y4-3y + 5 + 2i ( 2y - y ) 
இது பூச்சியமாவதற்கு , 
y = 3y +5 = 0 .... (i) 

2y - y = 0 

.... ( ii ) 
என்ற இரு சமன்பாடுகளும் ஒருங்கே உண்மையாக வேண்டும் . 
து முடியாதென்பது தெளிவு . 


இனி , முதல் காற்பகுதியில் உள்ள மூலத்தைக் காண்போம் . 
இதற்கு R ஆனது ல ஐ அணுக முதல் காற்பகுதியிலுள்ள 
| z | = R என்ற வட்டத்தின் பகுதியை எடுத்துக்கொள் . இக் 
கால் வட்டத்தை , 

(i ) ( 0 , R ) என்ற மெய்யச்சின் பகுதி 


18 
( ii ) 2 = Re 

= என்ற வட்ட வில்லில் 050s 1/2 
( iii ) ( i R , 0 ) என்ற கற்பனை அச்சின் பகுதி . 
ஆகியவற்றால் ஆனதாகக் கருதுகிறோம் . 
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( i ) 2 ஆனது மெய்யச்சின் வழியே 0 வில் இருந்து R ( = 0 ) 
வரை செல்லும்போது f ( z ) மெய்யான மிகை மதிப்புகளை 

டையது என்பது தெளிவு . .. f ( z )- ன் வீச்சத்தில் ஒரு மாறு 
தலும் ஏற்படாது . 


. 


z- தளம் 


ய- தளம் 


AJzIM 

N 


P _A 


u அச்சு 


s 


O 


0o 


படம் 24 


( ii ) z = Ri 


= Rei0 என்ற வட்ட வில்லில் 2 இருந்தால் 


f ( z ) 


= { 1+ 2 + # + + + = } 


4ia 


= R4e 


{ 1 + g ( z ) } 


T 


இதில் 2 + o ஆனால் , g ( z ) -0 . ஃ 

3 ஆனது கால் வட்ட 
வழி செல்ல , f ( z ) - ன் வீச்சத்தில் உள்ள மாற்றம் = 4 . 

= 27 . 
2 


(iii ) 2 , கற்பனை அச்சு வழியே செல்ல f ( z ) - ன் வீச்சத்தில் 
என்ன மாற்றம் உண்டாகும் ? 


z = iy எனப் பிரதியிட , f ( z ) = w = u + iv என்பதில் 
u = y # -3y +5 ; y = 2y ( 2 - y ) . y ஆனது மயில் இருந்து 0 ஆக 
மாற ( u , y ) ன் வளை கோட்டைப் படத்தில் பார் . 


எல்லை 
y - O 


= 


எல்லை 2y ( 2 - y ) 
y - w y - y + 5 


- 
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* . 


( u , v ) - ன்ப வரைபடம் ப அச்சிக்கிணையாக உளது . மேலும் , 


y எதுவாயினும் , u = 


( ) - 3 ) + + > . 


* 


+ 


ஆனால் , 


1 ஆனது y > V2 ஆனால் குறையெண்ணாகவும் . y = V2 ஆனால் 
பூச்சியமாகவும் , y < V2 ஆனால் மிகையெண்ணாகவும் இருக்கும் . 
ஆகவே , y ஆனது மயில் இருந்து 42 வர , w ஆனது ( u அச்சுக் 
கிணையாக ) மயில் இருந்து ( 3,0 } க்கு வருகிறது . ஆகவே அதன் 
வீச்சத்தில் மாற்றமில்லை . பின்னரும் , y ஆனது 2 ல் இருந்து 
பூச்சியத்தை அடைய W ஆனது ( 3,0 ) ல் இருந்து (5,0 ) க்கு வளை 
கோடு 

செல்கிறது . 

( படத்தைப் பார் ) . மீண்டும் 
வீச்சத்தில் மாற்றமில்லை . 

ஃ . முதல் காற்பகுதியில் உள்ள மூலங்களின் எண்ணிக்கை 
1 

( 0 + 27 +0 ) = 1 . 
21 


மூலம் 


இதன் 

கெழுக்கள் மெய்யெண்களாகையால் , கற்பனை 
மூலங்கள் இணையாக இருக்கும் . ஆகவே நான்காம் காற் 
பகுதியிலும் ஒரு மூலம் உண்டு . 

இதே விதமாக இரண்டாம் , மூன்றாம் காற் பகுதிகளிலும் 
ஒவ்வொரு மூலம் உண்டு 

நிரூபிப்பதை உங்கள் 
பயிற்சிக்கென விடப்பட்டுள்ளது . 


என்று 


பயிற்சி 5. ( முதற்பகுதி ) 


1. பின் வரும் சார்புகளில் உள்ள துருவங்களில் அவற்றின் 
எச்சத்தைக் கண்டுபிடி : 
சார்பு 

விடை . 


( 
1 
) 


2 + 1 
z2-27 


-- 


- 1/2 , 3/2 

, ) 


14 


( ii ) 


21-23 
{ z + ] ) ( z3 + 4 ) 


7 + i 
25 


25 


* 


101 
16 


23 
(lii) z = 1 - ல் 

( z - 1 }4 (z - 2 ) (2-3) 
(iv ) ( 1 - e 2 ) / 24 
( v ) z = 0 யில் 2 * / ( z - ] ) 
( vi ) tanh ? 


- 4/3 . 
-1 . 


1 
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mr 


( vii} < / sinz 
( viii ) ( cot z coth z ) / z3 


-7/45 . 


1 


( ix ) cot z 


. 


D 


{ x ) z = 0- ல் 1/2 


ziz 


21 


2. ( i ) 


zs + ஜூ 


73 + a 


23 + 2 


என்ற சார்புகளுக்கு ai- ல் எச்சத்தைக் கண்டு பிடி , 

விடை . e - 4 / 2ai ; ee / 2 ; - ia / 2 . 


3. P ( z ) / Q { z ) என்ற விகிதமுறு சார்பில் 2-1 என்பது 
P ( z ) - ன் எளிய ( முதல் தர ) பூச்சியமாகவும் , Q ( 2 )-ன் 2 - தர பூச்சிய 
மாகவும் இருந்தால் , 4 - ல் அச்சார்பின் எச்சம் 2P ( g ) / Q " ( a ) 
என நிரூபி . 


4. ஒரு விகிதமுறு சார்பின் எச்சங்களின் கூடுதல் பூச்சிய 
மாகும் என நிரூபி , 


5. g ( 3 ) என்னும் சார்பு z = a . ல் பகுமுறைச் சார்பாக 
உள்ளது . g { a ) # 0 ஆனால் a என்பது 


f ( z ) 


g ( z ) 
( z - a ) 


என்ற சார்பின் எளிய துருவம் என நிரூபி . a- ல் f ( z ) - ன் எச்சம் 
= g ( a ) என்றும் நிரூபி . g ( a ) = 0 ஆனால் a என்பது f ( z ) - ன் 
நீக்கக் கூடிய சிறப்புப் புள்ளி என நிரூபி . 


6. f ( z ) 


n 
2 


AA , 
( z - a ) 


ஆனால் , 


என்ற சார்பின் எச்சம் ) என்ற புள்ளியில் - f (t ) ஆக இருக்கும் 
என நிரூபி . 

7. z = 0 என்ற புள்ளியில் பின்வரும் சார்புகளின் எச்சங்களைக் 
கண்டுபிடி : - ( i ) 1 / sin z ( ii ) 1 /zs sin ( 2 } { ik ) z cos ( 1 / z ) 


விடை 0 , 1/6 - 1/2 . 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 


191 


8. 1/3 என்ற சார்பு z = 0- ல் தனித்த சாரமுள்ள சிறப்புப் 
புள்ளி உடையதென நிரூபி . 2 = 0-6 2 " -1 1/7 என்ற சார்பின் 

என நிரூபி . 


1 


எச்சம் 


9. f ( z ) என்பது ஒரு மதிப்புடைய சார்பு . இதன் சிறப்புப் 
புள்ளிகள் 2--1 - ல் முதல் தர ( எளிய ) துருவமும் , z = 2- ல் 2 - தர 
துருவமுமாகும் . இவற்றில் f ( z ) - ன் எச்சம் முறையே 1 , 2. மேலும் 
f (0 ) = 7/41 f (1 ) = 5/2 ஆனால் அச்சார்பை 1 < | z | < 2 - ல் 
லாரன்ஸ் தொடராக விரித்தெழுதுக . 


2 ( z ) 


கொள்கைப்படி f ( z ) = 


( z + 1 ) ( z - 2 ) 


வேறு 


இதில் g ( z ) = a + asz + azz " + agz ( ஏனெனில் , 
சிறப்புப் புள்ளிகள் கிடையாது ) 
f ( 0 ) = 7/4 

* . a = 7 . 


f ( 1 ) = 5/2 


.. ai + a , + a = -2 . 


( z = - 1 ) -ல் எச்சம் = 


எல்லை ( z + 1 ) . g ( z ) 
z + -1 ( z + 1 ) ( z - 2 ) 


1 = 


8 ( -1) 


ஃ . 9 = 7 - ai + az - as 


9 


எல்லை 
z + 2 


1 d ( z- 2 ) g ( z ) 
1 ! dz ( z + 1 ) ( z - 2 ) 


( z = 2 ) - ல் எச்சம் = 


.. 2 = 


எல்லை 
z-+ 2 


( 2 + 1 ) [ a , + 2a , z + 3agz ] - 8 ( z ) . 

( z + 1 ) 


ஃ .. 


18 = 3 ( a + 4a , + 12ay ) - ( 7 + 2a , + 4a , + 8a , ) 
25 = a + 8a , + 28ay . 


a = -3 , a , = 0 , 49 = 1 . 


: f ( z ) = 


z3-3z + 7 
( z + 1 ) ( z - 2 ) 
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1+ 


1+ 


++ 2 + 3 
+ + (1- + + + -... ) 
( 1+++ + + ... ) 
* { 1 + 2 ( 5 ) + 3. ( E ) + ... } 


= 


-- 


z = 1 


என்ற 


10. f ( z ) ஆனது z = 0 என்ற 2 - தர துருவத்தில் எச்சம் 2 

எளிய 
ஐயும் , 

எச்சம் 2 ஐயும் 

துருவத்தில் 
கொண்டுள்ளது . 

மேலும் , 

ஏனைய எல்லாப் புள்ளிகளிலும் 
பகுமுறைச் சார்பாகவும் , 2 ஆனது ஐை அணுகும் போது f ( z ) 
வரம்புள்ளதாகவும் உள்ளது .f ( 2 ) = 5 ; f ( - 1 ) = 2 ஆனால் f ( 3 )-ஐக் 
கண்டுபிடி , 
விடை : f ( z) = 1 + 2 ( z - 1 ) -1 + 22-1 + 42-4 
1 

சார்பின் சிறப்புப் புள்ளிகள் 
z ( e -1 ) 


11 . 


என்ற 


எத்தகையவை ? 0 < | z | < 21 ஆனால் இச்சார்பை 


1 


* 


1 
17 


+ a + a , z + ayz + + ... 


என விரித்தெழுலாம் என திரூபி . aa , a , என்பவைகளின் மதிப்பை 
கண்டுபிடி . 

விடை as a 1/12 ; a , = 1/720 

12. f (z)- ன் சிறப்புப்புள்ளிகள் 2 = 1 - ல் 2 - தர துருவமும் , 
7 = 2 - ல் எளிய துருவமும் அன்றி வேறல்ல . இவற்றிலுள்ள 
எச்சங்கள் முறையே 1. 3. மேலும் , f ( 0 ) = 3 / 2 ; f ( -1 ) = 1 
ஆனால் f ( z ) - ஐக் கண்டுபிடி . 

விடை : 2 + 3 (z - 2 ) -1 + ( z - 1 ) -1 + 2 ( z - 1 ) -3 . 
13. எச்சத்தேற்றம் துணைகொண்டு நிரூபிக்க : 


T 


( 1 ) 


dx 
1 + x 


111 


2 


0 
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( 2 ) 


si 


dx 
* 6 + 1 


7 
3 


0 


8 


377 


( 3 ) s 


dx 
( ** + 1 ) 8 


= 


8 


8 


( 
4 
) 


x² dx 
( ** + 1 ) ( x * +4 ) 


6 


0 


8 


( 5 ) 


dx 
(x + ) (x +4)* 


ST 
288 


0 


( 
6 
) 


x dx 
( x + 1 ) 3 


T 
16 


( 7) 


sº 


x dx 
( 1 + x2) 


- 


1112 


32 


0 


8 


( 8) s 


x dx 
( ** + 1) ( ** + 2x + 2 ) 


77 
50 


8 


57 


( 9 ) 


s 


XX + 2 
** + 10x2 +9 


li 


-00 


8 


T 


( 10) 


s 


x ² ax 
(1 + x * )" 


11 


Elt 


4 


0 


13 
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276 


do 
a + b sin 0 


276 
// 0²60 


271 


( 12 ) 


cos 20 do 
5 * 4 cos 0 


To 


6 


235 


cos 30 do 


얘 


( 13 ) 


s 


5-4 cos 0 


12 


7 


( 14 ) 


S 


cos de 
544 cos 0 


엠 
w 
/ 


3 


271 


( 15 ) 


do 
75-3 sin o ) 


55 
32 


( 16 ) 


S 

re 


do 
1 + : ina 0 


TV2 


-TT 


( 17 ) a > 0 


Sa 


T 

adt 
al cost 


V1 + a2 


27 

d9 
( a + b coso ) 


25g 


( 18 ) a>> 


(02-02) 372 


277 


27 


( 19 ) Osr < l ) 


do 
2r cos 0 +7 


1 
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( 20 ) 2 > b * + ch od 


s 


de 
a + b cos 0 + c sin 


11 


27 
Valbo 


T 


( 21 ) 1 = 1,2 , ... 


2n 

8 


sin 


T ( 2n ) ! 
( 2 " .n !! ) 


27 


-COS 0 


271 ( -1) 


( 22 ) 


cos (n 8 + sin 8 ) di 


27 

sip * 8 de 
a + b cos @ 


2т 


( 23) a > b > 0 400 S 


[ a - va -- D3 ] 


( 24 ) a > 

16 


s 


TT 
a cos o de 
a + cos a 


2ma : [ 1 2- 


al 
Va - 1 


al 


8 


d 


Te 


( 25 ) 4 > 0 


cos x dx 
x * ta " 


2a 


( 26 ) a > 0 , b > 0 nov 

> % 


cos ax dx 
( x ^ + b ^ ) * 


( 1 + ab ) 
4beab 


OD 


( 27 ) 


sin x dx 
x - 2x + 5 


T ( sin 1 ) / 2ę " 


8 
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00 


( 28 ) m > 0 & 


COS mx dx 
( x + 1 ) 


s 


TT ( 1 + me 

4 


TV3 


( 29 ) 


dx 
x1 + x + 1 


TV 


6 


( 
30 
) 


dx 
( x + 4x + 5 ) 


Eles 


T 
2 


8 


8 


- (malv2) , sin 


( 31 ) 


S 


x sio mx 

dx = 
xitat 


TT 
223 


e 


( m2 ) 


8 


cos Xx dx 


( 32 ) 2 > 0 390 **** 

( -_ ^ 23) 


T 


exp 


sin ( +39 ) 


V3 


sin a 


( 33 ) a > 0 


s. 


COS X 

dx = 
a² - x² 


( 34 ) 


sina x dr 

x² 


2 


21/6 log x dx 


T 


( 35 ) 


= 271 


( 1 + x ) 


73 
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80 


1613 


( 36 ) 


( log x ) 
1 + x + x 


= 


8103 


0 


0 


sin x 


T 


( 37 ) 


ds 


X 


4 


sin x 

dx - 


COS X 


T 


( 38 ) 


s 


dx = 


Vx 


Ivx 


2 


18 


( 39 ) 


sin x2 + cos X - 1 

x 


dx 20 . 


8 


8. 


2x dx 


( 40 ) 


Vx log x 
( 1 + x ) 


dx = 7 = 2 


( 1 + x ) 


84 


( 41 ) 


a cos x + x sin x 

x + a 


dx 

= 2re 


84 


(42 ) 


a cosx + sinx 

dr = 0 . 
x + aa 


8 


8 


x dx 


( 43 ) 


1} 


sinh x 


4 


0 


- ( x + ib ) " 


( 44) 


dx = NT 


isg 
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8 


T log 2 


( 45 ) 


S 


log x 
x + a 


dx 


2a 


( 46 ) | 


S 


log x dx 
x +1 


= 0 


0 


8 


( 47 ) | 


log x dx 
( x + 1 ) 


T 
4 . 


- 


- 


8 


( 48 ) | 


sin ax 
21x 
e 


dx = 


4 


- 


coth 
4 


கல 


- 1 


2a 


O 


1 


dx 


2n 


( 49 ) 


M3 


0 


( x9 - x3 1/3 ) 


8 


( 50 ) | 


log ( x +1 ) 

x +1 


= Tlog 2 . 


0 


( 51 ) 5-11 மாதிரி 10 - ல் உள்ள வளைவரையை உபயோகித்துச் 
செய்க : 


0 < a < 2 ஆனால் , 


8 


COS 


X 


( 2nd + 7 ) 


21 


( 


a - 1 

dx 
1 + x + x 


( i ) | 


S 


V3 


sia na 


8 


-1 


sin 


( 2447 ) 


27 


(ii ) 


S 


dx 
1 - x + x 


V3 


sin ra 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 


199 


இதனை 5-11 மாதிரி 7 - ல் உள்ள வளைவரையை உபயோகித்தும் 


20 


a - 1 
செய்யலாம் . 

1 + z + z 

-ன் தொகையீட்டைக் கணித்து மெய் 
கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன் செய்க . 


14. f ( z ) = 25 - 3jz2 + 2z - 1 + 1 . 


C என்பது எல்லாப் பூச்சியங்களையும் உள்ளடக்கிய அடைத்த 
வளைகோடு . 


f ( z ) dz 


S 


= 10 mi என நிரூபி . 


f ( z ) 


C 


15. C என்பது | z | = 5 என்ற வட்டம் . 


f ( z ) = z4 - 223 + z - 12z + 20 ஆனால் , 
S. f ( z ) . z dz 
f ( 3 ) 

= 4ார் என நிரூபி . 
C 


16. என்பது | z = T என்ற வட்டம் . 


f ( 3 ) 


( i ) sin Tz ( ii ) cos T 2 ( iii ) tan T2 


f (2 ) dz 


ஆனால் 


-ஐக் கண்டுபிடி , 


f ( z ) 


C 


விடை (i ) 14 Ti ( ii ) 12 Ti ( iii ) 2 Ti 


17. z4 + z + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்களில் ஒன்று 
முதல் காற்பகுதியில் உள்ளது என நிரூபி . 


என 


18. 23 + iz + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
முதலாம் . இரண்டாம் , நான்காம் காற்பகுதிகளில் உள்ளன 
நிரூபி . 


-- Z 


என்ற 


19 . ( 1 ) z4 + z + 1 = 0 ( ii ) e 

( 1 + i ) 
சமன்பாடுகளில் ஒவ்வொரு மூலம் முதல் காற்பகுதியில் உள்ளது 
என நிரூபி . 
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20. 2 + 4 ( 1 + i ) z + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
ஒவ்வொரு காற்பகுதியிலும் அமைந்துள்ளன என நிரூபி . 


21. 25 9z2 + 11 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
| z | = 1 , | z | = 3 என்ற வட்டங்களுக்கிடையே அமைந்துள்ளன 
என நிரூபி , 


22. 2- 1073 + 22 - 3z -1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் இரு 
மூலங்கள் 1 < | z ! < 9/2 என்ற பகுதியிலும் , மூன்று மூலங்கள் 
ஆர்கன் தளத்தின் வலப்பகுதியிலும் உள்ளன என நிரூபி . 
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23. R ( z ) < ) என்ற பாதித் தளத்தில் , 

e 

2 = 0 
என்ற சமன்பாட்டின் 27 மூலங்கள் உள்ளன என நிரூபி . ( ஒரு 
மிகை முழு எண் எனக்கொள்க ) 


24. ze = a என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் முடிவிலியாகும் 
என நிரூபி . a = 0 ஆனால் என்ன மாற்றம் ஏற்படும் ? 


25. z tan z = a என்ற சமன்பாட்டில் a > 0 ஆனால் ஒரு 
கற்பனை மூலம் கூட இல்லை என்றும் , மெய் மூலங்களின் 
எண்ணிக்கை முடிவிலி என்றும் நிரூபி . 


பலவகைக் கணக்குகள் 


26. z = - 1 ல் 


| { 


I + 


1 
( z + 1 ) 


+ 


1 
( 2 + 1 ) 


+ ... + 


( +1) } 


1 
( z + 1 ) 


என்பதன் எச்சம் - n என நிரூபி . 


27. z + 2z + z + 3 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங் 
களின் மட்டு 1 6 - ஐ விடக் குறைவு என நிரூபி . 


27 


de 


28. நிரூபி : 


= 0 , 


| a | > | 


1 - ais 


= 21 , Ta | < l 


- 


T2i 


8 


sina ( ő 
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29. மடக்கையின் முதல் மதிப்பைக் கொள்க . z- ன் வீச்சம் 
-T , +ாக்குமிடையே எனக்கொள்க . 
( log z ) 

என்ற சார்பும், - என்ற புள்ளிகளில் 
z + 1 
Ti 

எச்சங்களை உடையது என நிரூபி . 

8 
30 . | z - 5 + 2i || = 3 என்ற வட்டத்தில் - y + 2y என்ற 
சார்பின் இடை ( சராசரி ) மதிப்பு 5 என நிரூபி . [ 4.17 ( iv ) ஐப்பார் ) 

31. ஒரு வட்டத்தின் வழியே ஒரு இசைச்சார்பின் இடை 
மதிப்பு அச்சார்பின் வட்ட மையத்திலுள்ள மதிப்புக்குச் சம 
மாகும் என நிரூபி . 

27 

1 
32. நிரூபி : s 

as - 
2T 

4 
0 


+2210 


| 


33. C என்பது | z | = 3 என்ற வட்டம் . 


2z ? - z - 2 
g ( z ) = 

z - Z0 

C 
g ( 2 ) = 8ri என நிரூபி . 


S 


ஆனால் 


34. C என்ற அலகு 

வட்டத்தில் z = exp ( i0 ) என்பதன் 
வீச்சம் -T- ல் இருந்து + க்கு மாறுகிறது . 


kz 
e 


dz = 2ni என்று நிரூபி . 


2 


C 


T 


s 


ek cos 0 cos ( k sin B ) di = 1 என வருவி . 


35. D என்பது ஒரு முக்கோண அரங்கம் . இதன் உச்சிப் 
புள்ளிகள் 0 , 2 , i என்பவை . f ( z ) = ( z + 1 ) ஆனால் If ( z ) | -ன் 
உச்ச மதிப்பும் , தாழ்ந்த மதிப்பும் முறையே 2 , 0 என்ற புள்ளிகளில் 
அடையப்பெறும் என நிரூபி . 
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36. n = 1 , 2 , 3 ... ஆனால் 

2 . 
2n 

1.3.5.- (2n - 1 ) 27 என நிரூபி . 
2. 4. 6 ... ( 2n ) 


cos " 


37. a , b என்பவை மெய் மிகை எண்கள் . 24p + az + b = 0 
என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்களில் 2 ற கற்பனை அச்சின் வலப்பகுதி 
யிலும் , எஞ்சிய 2p மூலங்கள் கற்பனை அச்சின் இடப்பகுதியிலும் 
உள்ளன என நிரூபி . b என்பது குறையெண் ஆனால் 2p + 1 
மூலங்கள் வலப்பக்கத்திலும் , 2p- 1 மூலங்கள் இடப்பக்கத்திலும் 
இருக்கும் என நிரூபி . 


7 - a 
38. w = log ஆனால் , u = மாறிலி என்ற கோடுகள் 

2 - b 
பொது அச்சு வட்டங்களுக்கு இசைவாக இருக்கும் என்றும் , a , b 
என்பவை இவற்றின் எல்லைப் புள்ளிகள் என்றும் நிரூபி . மேலும் 
y = மாறிலி என்ற கோடுகள் இவற்றின் பொது அச்சுள்ள குத்து 
( orthogonal ) வட்டங்களாகும் என நிரூபி . 


4 
39. w = 

என்ற 

மாற்றம் | z | = 1 என்ற 
( z + 1 ) 
வட்டத்தை y " = 4 ( 1 - u ) என்ற பரவளையமாக மாற்றும் 
நிரூபி . வட்டத்தின் உட்புறம் பரவளையத்தின் வெளிப்புறத்திற்கு 
இசைவாக இருக்கும் என்றும் நிரூபி . 


என 


2 


= 1 


40. k > 1 ஆனால் 2 " k 

என்ற சமன்பாட்டின் n 
மூலங்கள் ( z | < 1 என்ற அரங்கில் உள்ளன என்று நிரூபி . 


5-20 . பகு இயல் சார்பின் தொடர்ச்சி ! 


fi . f என்பன DD , என்ற அரங்கங்களில் பகுமுறைச் சார் 
பாக இருக்கட்டும் . D. 0 D , = E என்ற அரங்கில் ஒரு புள்ளி 
யாவது இருக்கட்டும் . E- ல் உள்ள எல்லாப் புள்ளிகளிலும் f = f . 
ஆக இருந்தால் fa- ஐ f1- ன் நேரிடையான பகு இயல் சார்பின் 
தொடர்ச்சி என்று சொல்வோம் . 


DI UD , என்ற அரங்கில் 
F ( 3 ) 

f1 ( 3 ) .... ஆனது D4- ல் இருந்தால் 
f . ( z ) ..... 

D .. ல் 
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என வரையறை செய்தால் F ஆனது D. UD .. ல் பகுமுறைச் 
சார்பாகும் . ஏனெனில் இவ்வரங்கின் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் 
இதன் வகைக்கெழுவைக் காண இயலும் . 


குறிப்பு: D என்ற 

அரங்கில் 
வரையறுக்கப்பட்ட 

ஒரு 
f . f , 

முறைச் 

சார்புக்கு மற்றோர் 
f = f , 

அரங்கில் பகுமுறைத் தொடர்ச்சி 

யுடைய சார்பு இருந்தால் அது 
D. 
D 

ஒரே வகையானது என பின்னர் 
5-24 - ல் நிரூபிப்போம் . ஆனால் , 

என்ற சார்புக்கு என்ற அரங்கத் 
படம் 25 

திற்குப் புறம்பாகப் பகுமுறைத் 
தொடர்ச்சி இல்லையெனில் D- யின் வரம்பை -ன் இயற்கை வரம்பு 
என வரையறை செய்வோம் . 


D 
, 


D2 


5-21 . எடுத்துக்காட்டு 1 : 


84 


f , ( z ) = 2 2 " என்பது ( z | < 1 என்ற D. அரங்கில் பகு 

0 
முறைச் சார்பாகும் . f : ( z ) = 1/ {1--2 ) என்பது 

z = 1 என்ற 
புள்ளியை விடுத்து , முழு ஆர்கன் தளத்திலும் f1- ன் பகுமுறைத் 
தொடர்ச்சி என நிரூபிப்போம் . 


D. -ல் 22 ? = 1 / ( 1-2) அதாவது , fi = fs. 


மேலும் , D , ஆனது z = 1- ஐ நீக்கிய ஆர்கன் தளமானால் , 
Din D , = D ,. இதில் f = f .. ஃஃ f , ஆனது f1- ன் பகுமுறைத் 
தொடர்ச்சியாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 2 : 


J. (z)= 2" ; 1. ( a ) = ( 

= 3 + ( 14 ) . மேலும் 


D. , D , என்பவை முறையே | z | < l ; | z + 1 < 2 என்ற 
அரங்கங்களானால் f . ஆனது D , - ல் f- ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சி 
யாகும் . 


. 
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5.22 . தேற்றம் : 

D என்ற அரங்கில் ( z ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பாக இருக் 
கட்டும் . மயின் உள்ளே உள்ள PQ என்ற வில்லில் f ( 3 ) = 0 ஆக 
இருந்தால் , D- யில் உள்ள எல்லாப் புள்ளிகளிலும் f ( z ) = 0 ஆகும் . 


நிரூபணம் : 


PQ- ல் உள்ள a என்ற புள்ளியில் f ( a ) = 0 என கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது . a என்ற புள்ளியை மையமாகக் கொண்ட C என்ற 
ஒருங்கல் வட்டத்தை வரை . இவ்வட்டம் D- யின் வரம்பைத் 
தொடலாம் . இவ்வட்டத்தினுளே 2 என்பது ஏதேனும் ஒரு புள்ளி 
யானால் , டெய்லர் தேற்றத்தின்படி 


f ( z ) = 


Σ 


as ( z - a ) " 


1 = 0 


(n ) a) 


இதில் , an = 


( 2) 


n ! 


f ( a ) 

O 

ஆனதால் 2 = a என்ற புள்ளியில் ( 3 ) = 0 . மேலும் 
f ஒரு பகுமுறைச் சார்பான தால் z = a ஆக இருக்கும்போது 


= f ( n )( z) 


f ( z ) = 0 = f " (z ) = ... 

( 2 ) -ல் இருந்து n = 0 , 1 , 2 .... ஆனால் an = 0 . 
ஃ f ( 3 ) = 0 . 


இவ்வாறு , மேலும் பல வட்டங்கள் எடுத்தும் அவற்றுள் 
வேறு வில்கள் எடுத்தும் D என்ற அரங்கின் முழுவதிலும் f ( z ) = 0 
என நிரூபிக்கலாம் . 


5-23 . கிளைத்தேற்றம் : 


D என்ற அரங்கில் fi . f என்ற பகுமுறைச் சார்புகள் D- யின் 
உட்பகுதியான E- ல் f1 ( z ) = f 2 ( z ) என்பதற்கிணங்க இருந்தால் , 
D முழுவதிலும் f1 ( 3 ) = = fz ( z ) ஆக இருக்க வேண்டும் . 


5-22 - ல் f ( z ) f : ( z ) - f2 ( z ) என்று கொண்டால் , இதன் 
நிரூபணம் தெளிவாகிறது . 
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5-24 . பகுமுறைச் சார்பின் தொடர்ச்சி ஒரே வகையானது 

D , என்ற அரங்கில் ஆனது பகுமுறைச் சார்பாக இருக் 
கட்டும் . f .. 8 , என்பவை D.- ல் 1 - ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சி 
களாக இருக்கட்டும் . f = g , என நிரூபிப்போம் . 

D.ND.- ல் f1 = f . ஆகவும் , fi = g , ஆகவும் இருக்க வேண்டும் . 
மேலும் , இவை D2- ல் பகுமுறைச் சார்புகள் . 

5.23 கிளைத்தேற்றத்தின்படி f = ge 


. 


எடுத்துக்காட்டு 3 : 


D , என்ற அரங்கில் f ஆனது பகுமுறைச் சார்பாக இருக் 
கட்டும் . fz , fs என்பவை முறையே D. , D , என்ற அரங்கங்களில் 
1.ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சிகளாக இருக்கட்டும் . D.OD , 
0D ,. ல் ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாவது இருந்தால் D.ID .. ல் 
f = f3 என நிரூபி . 

f . f என்பவைரி - ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சிகள் . ஆகையால் 
D.ID , - ல் f = f ;; D.IDs- ல் f = fa . 
மேலும் , D , ID , IDS என்பது ( D , OD .) . ( D , IDs ) 
என்பவற்றின் உட்பகுதி என்பது தெளிவு . 
.. DID ODs- ல் f = f = fs . 
இப்பொழுது , D , DD , 0D , என்பது D , 0D.- ன் உட்பகுதி . 
ஃ D , OD.- ல் f = fs . 


| 


எடுத்துக்காட்டு 4 : 

மெய்யச்சில் 1 என்ற இடைவெளியில் f ( x ) என்ற சார்பு 
வரையறுக்கப்பட்டு இருக்கட்டும் . 1 ஆனது D என்ற அரங்கிற் 
குள்ளேயிருந்து , f . ( 1 ) ஆனது D அரங்கில் f1 ( x ) - ன் பகுமுறைத் 
தொடர்ச்சியாக இருந்தால் f = ( z ) ஒரே வகையானது என நிரூபி . 

கூடுமானால் , 82 ( 2 ) + f ( z ) மற்றோர் பகுமுறைத் தொடர்ச்சி 
யாக இருக்கட்டும் . அப்படியானால் I என்ற மெய்யச்சுப் பகுதி 
யில் f ( x ) = f2 ( x ) = 8. ( x ) . இப்பொழுது 1 என்ற இடைவெளியில் 
J என்ற அடைத்த இடைவெளி உண்டு . : J- ல் f , ( x ) = g2 ( r ) . 
ஃ 5-24 - ல் இருந்து f ( z ) = g2 ( z ) . 

துணை முடிவு 1 : f ( x ) = ex என்ற அடுக்குக் குறி சார்பு 
மெய்யச்சில் I என்ற இடைவெளியில் வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது 
என அறிவோம் . இப்போது , 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


exp ( z ) = ( cos y + i sin y ) .... ( 1 ) என்பது f ( x )- ன் பகு 
முறைத் தொடர்ச்சி என நிரூபிப்போம் . 
exp ( z ) ஆனது எல்லா வரம்புடைய அரங்கங்களிலும் பகுமுறைச் 
சார்பாகும் . ஆகவே 1 - ஐ உள்ளடக்கிய D என்ற அரங்கிலும் 
அது பகுமுறைச் சார்பாகும் . மேலும் 1 - ல் y = 0 ஆகையால் 

exp ( x ) = ex = f ( x) . 

ஃ .. Cxp ( 2 ) ஆனதுரி ( x ) - ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாகும் . 
இது . 

ஒரே வகையானது . ஆகவே 
c = ex ( cos y + isin y ) 


என்பதுதான் ஒரே பொருத்தமான வரையறையாகும் . 

துணை முடிவு 2 : 2 - ன் மெய் மதிப்புகளுக்கு sin z + cos z - 1 
ஆனால் , 2 - ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் இது பொருந்தும் என 
நிரூபி . 

முன் மாதிரி , மெய்யச்சில் 1 என்ற இடைவெளியை உள்ள 
டக்கிய D என்ற அரங்கத்தை எடுத்துக்கொள் . 

f ( z ) = sin z + cos z - 1 என்பது D- ல் ஒரு பகுமுறைச் சார்பு . 
மெய்யச்சில் , அதாவது -ல் f ( x ) = 0 . D- ல் f ( z ) = 0. D- ஐ நம் 
இஷ்டப்படி எடுத்துக் கொள்ளலாமாதலின் 2 - ன் எல்லா மதிப்பு 
களுக்கும் sinz + cos z = 1 ஆகும் . 


5 • 25 . அடுக்குத்தொடர் மூலம் பகுமுறைத் தொடர்ச்சி , 


(1 ) 


F ) 


Sz 


Tz 


17 


படம் -26 . 


f1 ( z ) - 2 an (z - Z ) " 

n = 0 


48 


... ( 1 ) 


என்ற தொடரை எடுத்துக் கொள் . 
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எல்லை 


| l / m 


R = 


an 


I / 


ஆனால் , | z - z | | = R , 


என்ற C , வட்டத்தில் ( 1 ) ஒருங்கல் தொடராகும் . 


இப்பொழுது , 2 , வழி செல்லும் L என்ற வில்லில் C. - க்குள் 
இருக்கும்படியாக z , என்ற புள்ளியை எடுத்துக்கொள் . ( 1 ) -ல் 
இருந்து , 


fi ( z ) . f ( z , ) , f " ( z ) , fi 
ஆகியவற்றைக் கண்டு பிடிக்க இயலும் . 


f2 ( 2 ) 


= 


Σ 


b . ( z - z , ) " 


( 2 ) 


n = 0 


n / 


| b . "/" 


f.(m ) (z ,) 
எனக் கொள்க . இதில் ba = 

ஆக இருக்கட்டும் . 
எல்லை 

m 
R , = ஆனால் , | z - Z , | = R , என்ற C , 

, 
n- + ல 
வட்டத்தில் ( 2 ) ஆனது ஒருங்கல் தொடராகும் 

மேலும் , C , nc.- ல் f ( z ) = f , ( 3 ) என்பதைக் கவனி . 
... ஆனது C.- ல் f1- ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாகும் . 

இதே விதமாக , f என்ற சார்பு Cs- ல் 1. - ன் பகுமுறைத் 
தொடர்ச்சியாக இருக்கும்படி கண்டு பிடிக்கலாம் . இவ்வாறு , 
வெல்வேறு அடுக்குத் தொடர்களைப் பகுமுறைத் தொடர் சார்பு 
களாகக் காண இயலும் . 

இந்த அடுக்குத் தொடர்களின் கணத்தை f ( z ) என்ற பகு 
முறைச் சார்பாகவும் , ஒவ்வொரு அடுக்குத் தொடரையும் இதன் 
உறுப்பு ( element ) என்றும் குறிப்பிடுவது வழக்கம் . 


எடுத்துக்காட்டு 5 : 


f : ( z ) = z - 


+ 


23 
3 


log ( 1 + z ) 


2 


என்பது | z < 1 என்ற C வட்டத்தில் ஒருங்கல் தொடராகும் . 
இதன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாக 


*** 


3.23 


( 1-2 ) (1-2) 
f : ( z ) = log 2 

2 

2.22 
என்ற சார்பைக் கொள்ளலாம் என நிரூபி , 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


F. (e ) = log 2 + log { 

{ 1- (1 ) } 


( 1 ) 


இது ( 1 - z | < 2 என்ற C , வட்டத்தில் ஒருங்கல் தொடராகும் , 

{ 2-1 + z } 
மேலும் , f 2 ( z ) = log 2X 

log ( 1 + z ) 

2 
ஆகவே , fi ( z ) , fz ( z ) ஆகியவை C1 , C , வட்டங்களில் பகுமுறைச் 
சார்புகள் என்றும் , COC- ல் f ( z ) = f ( z ) எனவும் நிரூபித் 
துள்ளோம் . ஃ f . ஆனது f- ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாகும் . 


எடுத்துக்காட்டு 61 


1 


f ( z ) 


= 1 + az + a z + ... 


1 - az 


... 


( 1 ) 


1 
1 - z 


( 1 -- al 2 


f = { z ) = 


( 1 - a ) z 
( I - z ) 


+ 


( - ) { 1- (14 ) = + (14 ) = -... } 


11 


1 


- 


1 
( 1-2 ) 


1+ 


( 1 -a ) z 
( 1-2 ) 


1 


1 
( 1-- z ) 


( 1 - z ) 
( 1 - z + z - az ) 


| -az 


1 


இதில் f1 ( z ) ஆனது | 7 | 


என்ற புள்ளிகளை விடுத்து , 


மீதி இடத்தில் பகு முறைச்சார்பாகும் . 


. 


| 2 | = 1 


என்ற C , வட்டத்தில் f1 ( z ) பகுமுறைச் 


சார்பாகும் . 


z ( 1 - a ) 
, 

< 1 ஆனால் 

(1-3 ) 
f2 ( 2 ) ஒருங்கல் தொடராகும் . எனவே 


| 


z (1- a ) 

( 1-3 ) 
சார்பாகும் . 


| 


= 1 என்ற C , வட்டத்தில் f பகுமுறைச் 
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| 


1 


z ( 1 - a ) 

1. இதில் 1 மெய்யெண் எனக்கொள்க . 
( 1 - 2 ) 
z ( I - a ) 

- 
. 

( 1-3 ) ( 1-2 ) 
ஃ ( 1 - a ) zz = 1 - ( z + z ) + z2 
( x + y * ) ( 1 - a ) = 1 - 2x + x + y : 

23 

1 
ஃ x + y ) 

+ 

0 
a ( 2 - a ) a (2- a ) 

1 
... C , என்ற வட்டத்தின் மையம் 

0 

a( 2 - a ) 
1 - a 
என்றும் , ஆரம் 

என்றும் அறிகிறோம் . 

a ( 2 - a ) 
C- க்கும் . C , க்கும் பொதுவான பகுதியில் 

1 
f1 (z ) = f 2 ( z ) 

என்றும் பார்த்தோம் . 

1 - az 
... f . ஆனது f -ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாகும் . 


5.26 . சுவார்ட்சின் பிரதிபிம்பத் தத்துவம் 

LMN = 1 என்பது மெய்யச்சில் உள்ள இடைவெளியாக 
இருக்கட்டும் . D , என்ற அரங்கம் மெய்யச்சில் D , என்ற 




1 


DD 


N 


T 


Σ 


.Z 


NI 


D2 


படம் 27 . 


* 


அரங்கத்தின் பிம்பமாகவும் Din D , = 1 என்ற அடைத்த 
இடைவெளியாகவும் இருக்கட்டும் . f என்ற சார்பு D , - ல் 
பகுமுறைச் சார்பாகவும் , DU- ல் தொடர்புடைச் சார்பாகவும் 
( continuous function ) இருக்கட்டும் . 

14 


- 
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கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


F ( z ) = 

| f ( z ) 7 ஆனது D , U1- ல் இருந்தால் 

f ( 2 ) 2 ஆனது D.-ல் இருந்தால் 
என்ற சார்பு D , - ல் -ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாகும் . 


நிரூபணம் : 
(i ) LMN என்ற கோட்டில் 

.... ( 1 ) 
f ( z ) 
என்றும் ( ii ) D , - ல் F ( z ) பகுமுறைச் சார்பு என்றும் நிரூபித்தால் 
போதுமானது . 


f ( z ) = F ( z ) 


( i ) LMN என்ற கோட்டில் 2 = x 


ஃ f ( x ) = f ( x ) = F ( x ) 


ஃ f ( x ) = f ( z ) = F ( z ) . 


(ii) f ( z ) = f ( x + iy ) = u ( x , y ) + iv ( x , y ) 
ஆக இருக்கட்டும் . f ( z ) பகுமுறைச் சார்பாதலின் 


( 2 ) 


ux = Yy ; uy = -Vx 


( 3 ) 


மேலும் , இப்பகுதி வகைக்கெழுக்கள் தொடர்புடைச் சார்புகள் . 
இப்பொழுது , ( 2 ) -ல் இருந்து 


f ( z ) = f ( x - iy ) = u ( x . - y ) + iv ( x , - y ) 


... ( 2) 


f -= F ( z ) = 14 ( x , -y ) -iv ( x , -y ) 


D.- ல் F ( z ) பகுமுறைச் சார்பாக இருக்க வேண்டுமானால் 


au ( x , -y ) 
дх 


d { -V ( x , -y ) } 
ay 


du ( x - y ) 

ay 
ஆக இருக்க வேண்டும் 


{ -y ( x , - y )} 
ax 


( 
4 
) 


அதாவது , x = vy : - uy = v * ஆக இருக்க வேண்டும் . இது 
(3 )-ன்படி உண்மையாகும் . எனவே , நிரூபணம் பூர்த்தியாகிறது . 
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5-27 . தேற்றம் :: 


f ( 3 ) 


Law ( z - a )" என்ற அடுக்குத் தொடரின் ஒருங்கல் 
n = 0 


ஆரம் முடிவிலியாக இல்லையானால் f ( z ) - ன் ஒருங்கல் வட்டத்தில் 
ஒரு சிறப்புப் புள்ளியாவது இருக்க வேண்டும் . 


நிரூபணம் : 


; 


z - a ) = R என்பது கொடுக்கப்பட்ட அடுக்குத்தொடரின் 
ஒருங்கல் வட்டமான C ஆக இருக்கட்டும் . C- யில் ஒரு சிறப்புப் 
புள்ளியாவது இருக்க வேண்டும் என நிரூபிக்க வேண்டும் . 


C யில் ஒரு சிறப்புப் புன்ளியும் இல்லையெனக் கொள்க . 
பகுமுறைத் தொடர்ச்சிபடி . f : { z ) என்ற பகுமுறைத் தொடர்ச்சி 
சார்பை -ஐ மையமாகவும் , R. ( > R )-ஐ ஆரமாகக் கொண்ட C , 
என்ற பெரிய வட்டத்தில் பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கும்படியும் 
யில் ( x ) = f ( z ) என இருக்கும்படியும் கண்டு பிடிக்க இயலும் . 
எனவே f1 ( z ) - ஐ டெய்லர் தொடராக ( z - a ) - ன் அடுக்குகளில் 
விரித்தெழுத , 

C- ன் எல்லாப் பகுதிகளிலும் ஒருங்கல் 
தொடராகும் . இது ஒரு முரண்பாடு . ஏனெனில் C தான் அதன் 
ஒருங்கல் வட்டம் என்பது நம் கொள்கை . எனவே தேற்றத்தின் 
உண்மை விளங்குகிறது . 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


மாதிரி 1. R (z ) > 0 ஆர்கன் தளத்தின் வலது பாதி அரங்கில் 


0 


| zt 


f ( z ) = 


dt என்ற சார்பு பகுமுறைச் சார்பு 


என நிரூபி . அதன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சி இடது பகுதியில் 
எது எனக் கண்டுபிடி , 


f ( 2 ) = 


எல்லை 
+0 


--" 


dt 
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எல்லை 


* 


[r " ) -3 ( = " ) 


i 


20 


e 


+6 


( 


) 


-6 


( 


) ] 


-1Z 


--ne 


எல்லை 


-nz 


3ns echz 


ба е 


6 


( 


+ 


z 


| 


23 


6 


இங்கு R ( z ) > 0 என்பதைக் கவனி . 


இப்பொழுது , F ( 3 ) = 6/24 என்பது தான் f (z )- ன் பகுமுறைத் 
தொடர்ச்சி என்பது தெளிவு . ஏனெனில் , R ( z ) > 0 ஆனால் 
F ( z ) = f ( z ) எனப் பார்த்தோம் . மேலும் z = 0- ஐத் தவிர மீதி 
யான பகுதியில் F ( 2 ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பு என எளிதில் நிரூபிக் 
கலாம் . 


மாதிரி 21 மாறிலியல்லாத f ( z ) ஆனது z- தள முழுவதும் 
பகுமுறைச் சார்பாக இருக்கட்டும் . C என்ற அடைத்த வளை 
கோட்டின் உட்புறம் D ஆகவும் . வெளிப்புறம் D 

ஆகவும் 
இருக்கட்டும் . 
( i ) f ( t ) = 

f ( z ) dz 

என்பது D- யில் பகுமுறைச் 
( z - t ) 


14 


சார்பு என நிரூபி . I D எனக் கொள்க . 


( id ) g ( t ) = 


S 


f ( z) dz என்பது D - ல் பகுமுறைச் 


சார்பு என நிரூபி . இதில் t E D எனக் கொள்க . 
(iii ) f- ன் பகுமுறைத் 

பகுமுறைத் தொடர்ச்சியான f . ஆனது 
-ேக்குச் சமமல்ல என நிரூபி . 
(i ) 1 ஆனது D- யில் இருக்கட்டும் . 

f (z ) dz 
fi ( t ) 

( z - t ) 2 
C 
2rif ( 1 ) , காஷி தொகையீட்டு விதி . 


s 


81 ( 1 ) 


) . 
எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 

iis 
இதில் ( t ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பு . 

.. f : ( t ) பகுமுறைச் சார்பாகும் . 
( ii ) 1 ஆனது -ல் இருக்கட்டும் . 

f ( z ) dz 
ஃ 

= 0 . 
( z - t ) 

காஷி கூர்சா தேற்றம் . 
81 ( t ) பகுமுறைச் சார்பு என்பது தெளிவு . 
எனவே 2rif (1 )-ஐ f -ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாகக் கொள்ள 
லாம் . 

tED ஆனால் 2rif ( t ) = f ( t ) 
1SD ஆனால் 2rif ( t ) = f ( t ) . 
f : ( t ) = 8 : ( t ) ஆனால் 

2xif ( t ) = 0 ஆகும் . 
.. f ( i ) ஒரு மாறிலியாகும் . இது கொள்கைக்கு முரண்பாடு . 
* f ( t ) #g : ( t ) 


மாதிரி : 3 . | z | > 0 : 05 வீச்சம் z < T என்ற அரங்கில் 
உள்ள f ( z ) = log z = log | z | + i வீச்சம் 2 என்ற சார்பின் 
பகுமுறைத் தொடர்ச்சியை / / > 0 : - T < வீச்சம் <ா என்ற 
அரங்கில் கண்டுபிடி . 

D என்பது | z ] > 0 ; 05 வீச்சம் zா என்ற அரங்கமாகவும் , 
D என்பது | z | > 0 / -T < வீச்சம் z < 0 என்ற அரங்கமாகவும் 
இருக்கட்டும் . 

D என்பது மெய்யச்சில் D- யின் பிம்பமாகும் . மேலும் , 
f ( z ) ஆனது D- யில் பகுமுறைச் சார்பு என்பது தெளிவு . x > 0 
ஆகவுள்ள மெய்யச்சின் பகுதியை 1 எனக் கொண்டால் , 1 - ல் 
f ( z ) ஒரு தொடர்புடைச் ( continuous ) சார்பு என்பதும் தெளிவு . 
எனவே சுவார்ட்சின் பிரதிபிம்பத் தத்துவத்தின்படி 
F ( 2 ) 

log | z | + i வீச்சம் 7 zeDUI 


log | z +1 வீச்சம் 2 ZED 

log | z + ! வீச்சம் 7 % ED 
என்பது f ( 3 )-ன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியாகும் . 
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மாதிரி : 4. f (x ) = f ( 2 ) ஆனால் f ( x ) ஒரு மெய்யெண் என 
நிரூபி . 
f ( z ) = f ( x + iy ) 

f ( x + iy ) = u ( x , y ) + iv ( x , y ) எனக்கொள்க . 
ஃ f ( z ) = f ( x - iy = u ( x , -y ) + iv ( x , -y ) . 

f (z) = u ( x , -y ) - iy ( x , -y ) . 
ஆனால் f (z ) = f ( z ) 

கொள்கை . 
ஃ u ( x , -y ) -iv ( x , -y ) = u ( x , y ) + iv ( x , y ) 

இதில் y = 0 என்று பிரதியிடு . 
u ( x , 0 ) -jy ( x.0 ) = uqx , 0 ) + iv ( x , 0 ) 

ஃ v ( x , 0 ) = 0 . 
ப்பொழுது f ( x ) = u ( x , 0 ) + iv ( x , 0 ) 

= u ( x , 0 ) 
= ஒரு மெய்யெண் . 


மாதிரி : 5. f ( z ) 


= 1 + z + z + z4 + z8 + ... 


0 
1 + 2 
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r = 0 


என்ற சார்புக்கு | z | = 1 இயற்கை வரம்பு என நிரூபி . 


f ( z ) = 1 + z + z + z ++ z8 + 

= z + f ( zh ) 
= z + z + f ( z + ) 


= z + z + z + + f ( z8 ) = ... 


எனவே , f ( z ) - ன் சிறப்புப் புள்ளிகள் 

z = 1 , z = 1 , z = 1 , z = 1 . 
ஆகியவற்றால் பெறப்படும் . இவை அனைத்தும் | z | = 1 - ல் 
உள்ளன . ஆகவே , அலகு வட்டத்தின் எந்தச் சிறிய வில்லை 
எடுத்துக் கொண்டாலும் , அதில் எண்ணற்ற சிறப்புப் புள்ளி 
களைக் காணலாம் . 

ஆதலால் , இதற்கப்பால் பகுமுறைத் 
தொடர்ச்சி காண இயலாது ... | z | = 1 இச்சார்பின் இயற்கை 
வரம்பாகும் . 


எச்சத் தேற்றத்தால் தொகை காணல் 
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பயிற்சி ! 5. ( இரண்டாம் பகுதி ) 


1. பின்வரும் தேற்றங்களை மெய்யச்சில் உண்மையெனக் 
கொண்டு - யின் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் நிரூபி . 


( i ) sin 


- ) 


COS Z 


2 


( ii ) sin 2z = 2sin z cos z 
( iii ) cosh z - sinh z = 1 . 
( iv ) sinh z + cosh z = er . 


2. f ( z ) = L ( n + 1 ) [ z + 1 ) " என்ற சார்பின் தொடர்சி 

m = 0 
சியை | z + 1 | = 1 என்ற வட்டத்திற்கு அப்பால் கண்டுபிடி , 
விடை 1/2 . 


3. | 1 | < 1 என்ற அரங்கில் உள்ள f ( z ) 


1 
என்ற சார்பின் பகுமுறைத் தொடர்க்சி 

என்றும் அதன் 

1-24 
அரங்கமானது , ( ஆர்கன் தளம் - { 1. - 1,1 , - i } ] என்றும் நிரூபி . 


8 


21 


4. f ( z ) 


= 


Σ 

( z - i ) " 

Σ 
2N + 1 ; 8 ( z ) = 
n = 0 

( 2 - i) + 

n = 0 
ஆனால் f , g என்பவைகளில் ஒவ்வொன்றும் மற்றதன் பகு 
முறைத் தொடர்ச்சி என நிரூபி . 


5. | z | < 1 என்ற அரங்கில் 

z - z + z -24 + ... 
ஒரு பகுமுறைச் சார்பு 
தொடர்ச்சியைக் கண்டுபிடி . 

விடை : z / ( 1 + z ) 


என 


நிரூபி , 


இதன் பகுமுறைத் 


7 


6 . 


+ 


+ 


+ 


என்பதன் 


பகுமுறைத் 


22 


- 


1 


தொடர்ச்கி 


என நிரூபி .. 
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7. 2 - ; + 


என்ற சார்பின் பகுமுறைத் 


தொடர்ச்சி 


I log ( 1 + b ) + i tav - 15 + 


i + % - ( irk ) + .. 


என நிரூபி . இதில் 6 ஒருமெய்யெண் எனக் கொள்க . 


8. R ( z ) > 0 என்ற அரங்கில் உள்ள 


-zt 


if ( x ) = | 


e 


dt 


சார்பின் 


என்ற 


பகுமுறைத் 


தொடர்ச்சியைக் கண்டு பிடி . அதன் அரங்கத்தையும் வரையறு . 

விடை . 1 / z ; ஆர்கன் தளம் -- { 0 } 


o 


9. f ( z ) = 


+ 1-1 ) 


என்பது R ( z ) > 0 என்ற அரங்கில் பகுமுறைச் சார்பாக உள்ளது . 
இதன் பகுமுறைத் தொடர்ச்சியை { 0 , -1 } என்ற புள்ளிகள் 
நீங்கலாக ஆர்கன் தளம் முழுவதும் வியாபிக்கத் தக்கதாகக் 
கண்டு பிடி . 

விடை . 1 / z ( z + 1 ) 
10. k என்பது மெய்யெண் ஆனால் , R ( z ) > 0 என்ற 
அரங்கில் உள்ள 


8 


f ( z ) = 


S 


e 


sin kt dt என்ற சார்பின் , 


பகு 


0 


முறைத் தொடர்ச்சி சார்பின் எளிய துருவங்கள் = ik என நிரூபி . 

11. R ( z ) > 0 என்ற அரங்கில் உள்ள 


f ( z ) = 


si 


te 


2t dt என்ற சார்பின் 


பகுமுறைத் 


தொடர்ச்சி 1 / z என நிரூபி . 
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12 . | z | > 005 வீச்சம் 2 <ா என்ற தளத்தில் 
f (x) = z = [ z | * ( i/ 2) வீச்சம் 2 

என்ற சார்பின் பகு 
முறைத் தொடர்ச்சியானது . | z | > 0 ; - T < வீச்சம் z <ா என்ற 
தளத்தில் | z | ( i /2 ) வீச்சம் , 

என நிரூபி , 


13. D ஆனது மெய்யச்சில் ஒரு பகுதியை உடையதாகவும் , 
மெய்யச்சைப் பொறுத்து சமச்சீர் (Symmetry ) உடையதாகவும் 
இருக்கட்டும் . f { z ) ஆனது மயில் ஒரு பகுமுறைச் சார்பாகும் . 

( i ) f ( x ) ஒரு மெய்யெண் ஆனால் 

f ( z ) = f ( z ) என நிரூபி . 
( ii ) f ( x ) ஒரு பூரண கற்பனை எண் ஆனால் 

f ( z) = -f ( z ) என நிரூபி . 


14. f ( z ) = 2zn என்பதன் இயற்கை வரம்பு | z | = 1 

n = 1 
என நிரூபி . 


குறிப்பு : P என்னும் முழு எண்ணை , q ! - ஐ விடச் சிறியதாகக் 
கொண்டு 7 ஆனது exp 

2rip 

ஐ அணுகும் போது , f ( z ) 

q ! 
ஆனது 0 - ஐ அணுகுகிறது என நிரூபி , 


( 


) -- 


6. கோணம் மாறா மாற்றம் 


6.1 . ஒன்றுக் கொன்று உருமாற்றம் 


வரைபடம் மூலம் 


w = f ( z ) == u + iy என்ற சார்பை 
விளக்கும் போது , உருமாற்றம் எனலாம் . 


y = f ( x ) என்ற மெய்யான சார்பைக் குறிப்பிட xy- தளம் 
போதுமானது . ஆனால் 2 என்பதே x , y என்ற இரு மாறிகளா 
லானது . W- உம் u , Y என்ற இரு மாறிகள் கொண்டது . ஆகவே 
w = f ( z ) ஐக் - குறிப்பிட 4 வகையுள்ள தளம் தேவைப்படும் ! 
இதனைச் சமாளிக்க நாம் z- தளம் , W- தளம் என்ற இரு தளங் 
களையும் பயன்படுத்துகிறோம் . 

z = x + iy ஆகவும் , w = f ( z ) என்பது ஒரே மதிப்புடைய z- ன் 
சார்பாகவும் இருக்கட்டும் . f ( x + iy ) = u + iy ஆனால் , இதன் 
மெய்யான , கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமன் செய்யுங்கால் 

u = u ( x , y ) ; v = v ( x , y ) 


என்ற மெய்யான சார்புகள் கிடைக்கின்றன . இவைகள் தாம் 
P என்ற புள்ளியை 2 - தளத்திலிருந்து , P என்ற புள்ளியாக 
w-தளத்தில் மாற்ற உதவுகின்றன . z- தளத்தில் உள்ள ஒரு குறிப் 
பிட்ட புள்ளி P- க்கு இசைவாக , W- தளத்தில் P என்ற ஒரே 
புள்ளிதான் இருக்கவேண்டும் . மறுதலையாக W- தளத்தில் உள்ள 
P- க்கு இசைவாக , I - தளத்தில் P என்ற ஒரே புள்ளிதான் இருக்க 
வேண்டும் . இதை நாம் ஒன்றுக் கொன்று உருமாற்றம் என்கிறோம் . 
இப்போது P - ஐ P- யின் பிம்பம் என்பது வழக்கம் . 
குறிப்பு : 

எல்லா உருமாற்றங்களும் ஒன்றுக்கொன்று 
உருமாற்றமாக இராது எடுத்துக்காட்டாக , 

u = x ; y = y 
என்ற உருமாற்றத்தைக் கவனி . xy- தளத்தில் உள்ள ( 1,1 ) , 
( -1,1 ) , ( -1 , - 1 ) , ( 1 , - 1 ) என்ற 4 புள்ளிகளும் W தளத்தில் 
உள்ள ( 1 , 1 ) என்ற ஒரே புள்ளியாக மாறுகிறது . ஆனால் , 
Z தளத்திலுள்ள முதல் 

முதல் காற்பகுதியை மட்டும் அரங்கமாக 
எடுத்துக்கொண்டால் , இது ஒன்றுக்கொன்று உருமாற்றமாகும் . 
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6.2 . சில எளிய உருமாற்றங்கள் -1 


இ . 


(i ) w = z + 3 + 2 என்ற உருமாற்றத்தைக் 

சவனி . 
வெறும் இடப்பெயர்ச்சி யாகும் . மெய்யச்சு வழியே 3 அலகுகளும் , 
கற்பனை அச்சு வழியே 2 அலகுகளும் நகர்த்தப்பட்ட பழைய 
வளைவரையே கிடைக்கும் என்பது தெளிவு . இம்மாற்றத்தினால் 
இரு தளங்களிலுள்ள வளைவரைகளின் உருவம் , அளவு , திசை 
கோட் சேர்க்கை ( orientation ) ஆகியவை பாதிக்கப்படவில்லை 
என்பது தெளிவு . 


. 


B 


Z-தளம் 


ய - தளம் 


w = z + 3 + 21 


B 


A 


3 + 2i 


0 


A 


O 


படம் 28 . 


63. கோண அளவு மாறா உருமாற்றமும் , கோண மாறா நிலையுறு 
மாற்றமும் 


u = u ( x , y ) ; v = V ( x , y ) என்ற மாற்றங்கள் - தளத்தில் 
உள்ள P என்ற புள்ளியில் வெட்டிக் கொள்ளும் C ,. C , என்ற 
வளைவரைகளை w- தளத்தில் P என்னும் புள்ளியில் வெட்டிக் 
கொள்ளும் C , , C , என்ற 

வளை வரைகளாக 

மாற்றட்டும் . 
இப்போது P யில் C.- க்கும் , C , - க்கும் இடையே உள்ள கோணம் 
P - ல் C . - க்கும் , C , - க்கும் இடையே உள்ள கோணத்திற்கு அளவில் 
மட்டும் சமமாக இருந்தால் இதனைக் கோண அளவு மாறா ( isogonal ) 
உருமாற்றம் என்போம் . 


இக்கோணங்கள் அளவில் மட்டுமன்றி குறியிலும் ( sign ) 
மாறுபடாமல் இருந்தால் இதனைக் கோண மாறா நிலையுறு மாற்றம் 
( conformal ) என்போம் . இப்போது வளைவரைகள் ஒரே 
விதமாகக் கோண சுழற்சி அடைவதால் , P , P என்பவைகளின் 
(சிறிய ) சுற்றப்புறங்களில் வளைவரைகள் ஒரே ரூபம் உடையவை . 
சில ஆசிரியர்கள் இந்த வேற்றுமைகளை வலியுறுத்துவதில்லை . 
நாம் கோண மாறா நிலையுறு மாற்றத்தை இனிமேல் கோண மாறா 
மாற்றம் எனச் சுருக்கிக் கூறுவோம் . 


220 


கலப்பெண் மாறிகளின் பகு இயல் 


64. சில எளிய உருமாற்றங்கள்- II 

( ii ) w = 2 என்ற உருமாற்றத்தை எடுத்துக்கொள் . இங்கு . 
u = x ; v = -y ஆகும் . W- தளத்தில் உள்ள வளைவரை z- தளத்தில் 
உள்ள வளைவரையின் மெய்யச்சு பிம்பம் என்பதைக் கவனி . இது 
கோண அளவு மாறா உருமாற்றத்திற்கு எடுத்துக்காட்டாகும் . 
ஆனால் இது கோணம் மாறா நிலையுறு மாற்றம் அல்ல என்பதை 
நோக்குக . 


W-தளம் 


- தளம் 


p 


ca 


படம் 29 


( iii) w = az இதில் a ஆனது ஒரு 

மெய்யெண் . இந்த 
உருமாற்றம் 2 - தளத்தில் உள்ள உருவத்தைப் பெரிதாக்கி ( அல்லது 
சிறிதாக்கிக் காட்டுகிறதெனலாம் . a > 1 ஆனால் பெரிதாகும் 
a 1 ஆனால் சிறிதாகும் என்பது தெளிவு . 


( iv ) w = e 


ela 


3. இப்பொழுது z = rel0 எனக்கொண்டு 


w = eia . rio 

= rei ( 8 + a) 


எனவே 


இதிலிருந்து , மட்டு மாறவில்லை என்பதும் , வீச்சமானது a அளவு 
அதிகரித்திருக்கிறது என்பதும் தெளிவு . 

இவ்வுரு 
மாற்றத்தின் விளைவு ஆதியை ஒட்டி இடஞ்சுழியாக a கோண 
அளவான சுழற்சிதான் . 


எடுத்துக்காட்டாக , w = iz என்ற உருமாற்றத்தைக் கவனி . 
i = ir /2 ஆனதால் இதன் விளைவு ( 1/2 ) கோண அளவு சுழற்சி 
யாகும் . இப்பொழுது , 2- தளத்தில் 0 < y < 1 என்ற முடிவிலி 
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= 


துண்டத்தின் மாற்றம் என்ன ? அது 1/2 கோணம் சுழன்றிருக்க 
வேண்டும் . எனவே " தளத்தில் - 1 < u < 0 என்ற முடிவிலி 
துண்டமாக மாறவேண்டும் . இதனையே வேறு விதமாகவும் காண 
லாம் . 

w = lz = i ( x + iy ) = - y + ix 
ஃ = -yi y = x 
0 < y < 1 என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 

... 04 - Us1l : 024 > -1 
அதாவது -l < u < 0 ஆக இருக்கவேண்டும் . மேலும் * -க்கு 
எம்மதிப்பும் இருக்கலாம் . ஆகையால் , v ( = x ) - க்கு எம்மதிப்பும் 
இருக்கலாம் . எனவே , - 1 < u < 0 என்ற முடிவிலித் துண்டம் 
தான் பிம்பமாக இருக்கவேண்டும் . 

( v ) w = Az + B ........ A , B என்பன கலப்பெண் மாறிலிகள் 
இது (i ) , (iii ) , ( iv) சேர்ந்த உருமாற்றமாகும் . A = alla 

ae " ஆகவும் , 
B = b ; + ib , ஆகவும் கொள்க . அப்படியானால் z என்ற புள்ளி 
a கோண அளவு சுழன்று , a மடங்கு பெரிதாகி , பின்னர் 
b ; அலகுகள் மெய்யச்சு வழியிலும் , 6 , அலகுகள் கற்பனை அச்சு 
வழியிலும் நகர்த்தப்பட்டிருக்கிறது என்பது தெளிவு . எடுத்துக் 
காட்டாக , z- தளத்தில் 

உள்ள OABC 

செவ்வகம் 
w = ( v2 + v2i ) z + 2 + i என்ற உருமாற்றத்தால் பெறும் விளைவு 
களை 30 - ஆம் படத்தில் காண்க . 
இங்கு , a = 2 , a = 1 / 4 , 5 , = 2 , b , 1 . 

1 
( vi ) இனி , W = என்ற உருமாற்றத்தை எடுத்துக்கொள் 
வோம் . இது ஒரு ஒன்றுக்கொன்று உருமாற்றம் என்பது தெளிவு . 
இதற்கு விதிவிலக்கான புள்ளிகள் z = 0 , w = 0 ஆகும் , 

ஆகும் , ஏன் ? 
z = rei0 , 

எனவும் , w = P 19 எனவும் கொண்டு , 
1 


என்ற 


Pe 


e 


reio 


என இவ்வுரு மாற்றத்தை எழுதலாம் . இதனை 
1 18 

1 -18 
2 


{ = + " } 


f 


என்ற அடுத்தடுத்த இரு உருமாற்றங்களாகக் கருதலாம் . 

1 18 
முதலாவதாக , 2 

e " ஐக் கவனி . 
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V 


Z- தளம் 


ய -தளம் 


8 . 


Icm 


C 


Pati 


Ci 


Al 


1 cm 


2cm 


1/4 


> u 


o 2cm 


A 


ய - தளம் 


63 


6 . 


2 cm 


C3 


As 


A2 


ய - தளம் 


4cm 


o 


1/4 


> 


u 


Su 


0 . 


படம் 30 


வீச்சம் ( z ) = வீச்சம் ( z ) = 8 
ஃ 2 , 2 ஐ இணைக்கும் கோடு ஆதிவழியே செய்லும் . 

1 
மேலும் ( z | | 2 = r 

21 


- 


z , ( z ; ) 


1. ஆதியை மையமாகக் கொண்டு , அலகினை ஆரமாகவுடைய 

| z = 1 என்ற வட்டத்திற்கு 
ZI 

Z , Z என்பவை தன்மாற்றுப் 
( inverse ) புள்ளிகள் ஆகும் . 
எனவே , வட்டத்திற்கு 
வெளியே உள்ள Z , என்னும் 
புள்ளியின் தன்மாற்றுப்புள்ளி 
யான 2 

21 வட்டத்தின் உட் 
புறத்தில் இருக்கவேண்டும் . 
வட்டத்தில் மேல் உள்ள 7 , 
என்னும் 

புள்ளியின் தன் 

மாற்றுப் புள்ளியான 2 , 
படம் 31 

ஆனது , 22 , லிருந்து மாறு 
பட்டதல்ல . 


ய 


42 
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இனிமேல் , z ஆனது 2 - ன் மெய்யச்சு பிம்பமாகும் . ஆகவே , 
z - ன் பிம்பமான W வட்டத்தின் உட்புறமும் , z - ன் பிம்பமான 
W , வட்டத்தின் மேலும் இருக்கும் . 

இதே விதமாக , வட்டத்தின் உள்ளே உள்ள புள்ளி இவ்விரு 
மாற்றங்களுக்குப்பின் வட்டத்திற்கு வெளியே இருக்கும் என்பது 
தெளிவு . 
இப்பொழுது , a ( x + y ) + 2gx + 2 fy + c = 0 

( 1 ) 
என்ற வட்டம் , = 1/2 என்ற மாற்றத்தால் என்ன மாறுதலடை 
கிறது எனக் காண்போம் . 


u + iv = 


* , 


1 
x + iy 


x - iy 
x2 + y 


ஃ . 


x + y 


x + ya 


a 


இதே விதமாக , x = 


- 


* ... ( T ) 


+ ye 


இம்மதிப்புகளை ( 1 ) -ல் பிரதியிட , 


c ( u + v ) + 2gu - 2fv + a = 0 


( 2 ) 


என்ற 

சமன்பாடு கிடைப்பதால் , Z- தளத்தில் உள்ள 
வட்டங்கள் , W- தளத்தில் உள்ள வட்டங்களாக மாறுகின்றன . 


c = 0 


இப்பொழுது , 

ஆனால் , அதாவது , Z- தளத்தின் 
வட்டங்கள் ஆதி வழியே சென்றால் , ( 2 ) -வது சமன்பாட்டில் 
இருந்து அவை W- தளத்தில் நேர்கோடுகள் ஆகும் என அறிகிறோம் . 
இதே விதமாக , a = 0 ஆனால் , அதாவது , 2 தளத்தில் உள்ள நேர் 
கோடுகள் , ய தளத்தில் ஆதிவழியே செல்லும் வட்டங்களாகும் 
என்பது தெளிவு . 





a = 0 , c = 0 ஆக இருப்பின் , 7 தளத்தில் ஆதிவழி செல்லுங் 
கோடுகள் , W தளத்திலும் ஆதிவழி செல்லுங் கோடுகளாகும் 
என்பது தெளிவு . 


சிறப்பாக , x = k என்ற கோட்டின் பிம்பத்தைக் காண்போம் . 
( T )- யில் இருந்து , இப்பிம்பமானது 
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t 
u + ya - * = 0 .... ( 3 ) என்பது தெரிகிறது . 

k 
இவ்வட்டம் / அச்சை ஆதியில் தொடுகிறது . மேலும் x > k 
என்பதன் பிம்பம் 

> k ஆகும் . இதனையே 
ப 


( --- ) 


+ r " < * 


என எழுதலாம் . 


x > k என்றவாறுள்ள அரங்கத்தின் பிம்பம் ( 3 )-ல் உள்ள 
வட்டத்தின் உட்புறமாகிறது . இதனை k = 1 , 2 , ... எனப் பிரதி 
யிட்டுப் படங்கள் வரைந்து பார் . 


6.5 . மோபியஸ் உருமாற்றம் : 


w = T ( z ) = 


az + b 
cz + 


( 1 ) 


என்பதில் ad - bc = 0 ஆகவும் , எம். c , d என்பன கலப்பெண் 
மாறிலிகளாகவும் இருந்தால் இதனை ஒருபடி பின்ன உருமாற்றம் 
என்போம் . இதை மோபியஸ் என்பவர் பெருமளவில் ஆராய்ச்சி 
செய்ததால் , மோபியஸ் உருமாற்றம் என்றும் பெயர் பெறும் , 


இதில் ad - bc = 0 ஆனால் , W- ஆனது மாறிலியாகும் . அல்லது 
பொருளற்றதாகும் . ஏனெனில் 


ar , + b 
cz , + d 


az + 6 
cz / + d 


( ad- bc ) ( z , -2 ) 
{ cas + d ) ( c2 , + d ) 


.. ad - bc = 0 ஆனால் W = Wa . 


இப்பொழுது , 1 = T - 1 ( w ) = 


-dw + b 
CW - a 


( 2 ) 


( 1 ) , ( 2 )-லிருந்து மோபியஸ் மாற்றமானது ஒன்றுக்கொன்று 
உருமாற்றம் எனத் தெரிகிறது . ஆனால் , c # 0 ஆக இருக்கும் 
போது z = -d / c ஆக இருந்தால் w = 0 ஆகிறது . இதே விதமாக , 
c # 0 , w = a / c ஆனால் z = > ஆகும் . ஆகவே , z = ~ . w = 0 என்ற 
புள்ளிகளையும் சேர்த்து , W - தளங்களை அடைத்த தளங்களாகக் 
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= 


கருதினால் விதி விலக்கான 

புள்ளிகளை 

குறித்து கவலைப்பட 
வேண்டியதில்லை . மேலும் , 
dw 

ad - bc 
dz 

( cz + d ) " 
ஆனதால் , z = - d / c என்றால் dw / dz = 0 என்பதையும் உற்று 
நோக்குக . 

இனி உருமாற்றத்தை மாற்றம் என்றே சுருங்கக் கூறுவோம் . 


6.6 . தேற்றம் : 

இரு மோபியஸ் மாற்றங்களின் விளைவு மற்றோர் மோபியஸ் 
மாற்றமாகும் . 

aiz + b . 
= T1 ( z ) = 

இதில் adA bicy ( 1 ) 
cz + d , 


w = T , ( z ) = 


a , z + b , 
c , 2 + d . 


இதில் asd # b , c , 


( 2 ) 


இப்பொழுது , T2 { T1 ( z ) } = T2 ( z ) = 


a , z + b . 
cgz + d , 


aa 


{ 


+ b . 


|| 


Ca 


aiz + b 
Cz + d , 
aiz + b . 
Cxz + d 

+ d , 
( aya + b.c ) z + b d , + a , b , 
( caa , + d.c ) z + c25 , + d , d 


} 


+ d . 


1 


Az + B 

( 3 ) என்போம் . 
Cz + D 
இதில் A = aya , + b , c , ; B = b d , + a , b . 

C = cial + d , ci ; D = C2b + d , d 
மேலும் , AD - BC = ( a , d ; - b , c ) ( a , d , -b , c , ) + 0 . 
ஆகவே , ( 3 ) ஒரு மோபியஸ் மாற்றம் என்பது தெளிவு . 


6.7 (1) . மோபியஸ் மாற்றங்களின் குலம் : 

w = T . ( z ) = z- ஐ மாற்றாத (identity ) உறுப்பாகக் கொள்ள 
லாம் . ஏனெனில் , 

T. T = T T. = T என்பது தெளிவு , 
15 


- 
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மேலும் , ( T , T ) T , = T , ( T , T , ) என்னும் தொடர்விதியை 
நேரிடையாகப் பிரதியிட்டுத் தெரிந்து கொள்ளலாம் . எனவே ,, 
மோபியஸ் மாற்றங்கள் ஒரு குலத்தை ( group ) நிர்ணயிக்கின்றன 
என்று அறிகிறோம் . இதை ஒரு குறிப்பாகக் கொள்ள வேண்டுமே 
தவிர முழு நிரூபணமாகக் கொள்ளல் கூடாது . 


6-7 ( ii ) . தேற்றம் : 

ஒரு மோபியஸ் மாற்றமானது , சில எளிய உருமாற்றங் 
களின் விளைவேயாகும் . 


az + b 
cz + d 


+ 


bc - ad 
c ( cz + d ) 


. 


* 


B 


= 


+ 


( bc - ad ) 

d 
c9 


= 


- A + 


C 


z - C 


- 


d 


இதில் A 


. 


B 


= 


bc - ad 

: 
c 


G 


C 


இப்பொழுது . 2 


T , ( z ) = z + C 


-- ( 1 ) 


1 


z " = T , ( z ) 


을 


. ( 2 ) 


w = T. ( 2 " ) 


A + Bz " 


..... (3 ) 


B 


A + 


B 
z 


A + 


z + C 


ப 


az + b 
cz + d . 


6.8 . இதிலிருந்து , ஒரு மோபியஸ் மாற்றமானது வட்டங் 
களையும் , கோடுகளையும் வட்டங்களாக அல்லது கோடுகளாக 
மாற்றுகிறது எனலாம் . 
ஏனெனில் , T. ( z ) = z + C 

( 1 ) 
என்பது வெறும் இடப்பெயர்ச்சிதான் . T , ( z ) = 1 / z ... ( 2 ) 
ஆனது வட்டங்களையும் , கோடுகளையும் 

வட்டங்களாக , 
அல்லது கோடுகளாக மாற்றுகிறது என 6.4 ( vi ) - ல் பார்த்தோம் . 
பின்னர் T. ( 2 ) = A + Bz ... ( 3 ) என இருப்பதால் சுழற்சியும் , 
உருவப் பெருக்கமும் , டப்பெயர்ச்சியும் தான் உண்டாகும் 
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என்பதை 6.4 ( v ) - ல் பார்த்தோம் . இத்தேற்றத்தை நேரிடை 
யாகவும் நிரூபிப்போம் . 2- தளத்தில் 
Az z + B1 + B z + c = 0 

... ( 1 ) 


என்பது ஒரு வட்டம் அல்லது நேர் கோடாகும் . இதில் A- யும் , 
C- யும் மெய்மாறிலிகளாகும் . இப்பொழுது 

- dw + b 
ஃ . 
cz + d 

cw - a ) 
இதை ( 1 ) -ல் பிரதியிட 


az + 5 


2 


A 


( -diet ) ( -- + ) 
(cite4: ) + 3 ( 4 ) 


+ B 


+ C = 0 


i.e. A ( daww - 65 - b dw - 5 dw) 


+ B ( -ds ww + a d w + b c w - b 4 ) 


+ B ( -cd ww + cow + adw - 5 ) 


+ C ( c Tww - caw - aaw + aa ) = 


20 


.. ( 2 ) 


1.e. A w w + B w + B w + C = 0 
எனக் கிடைக்கும் . இதில் 


A = A d a + c c d - Bd a - B d c 


C = - A b 5 + Caa -- B ba - Bia 


என்பவை மெய்மாறிலிகள் . ( இதை நிரூபி ) . மேலும் , W , w • ன் 
கெழுக்களைக் கண்டுபிடித்து அவை B , B என்றவாறு இருக்க 
வேண்டும் என்பதைத் தெரிந்து கொள் . பின்னரும் , 

AC < BB ( ஏன் ) என்பதை உபயோகித்து A C < BR 
என நிரூபி . 


இதிலிருந்து ( 2 ) -வது சமன்பாடு W- தளத்தில் ஒரு வட்டம் 
அல்லது கோட்டைக் குறிக்க வேண்டும் என்பது தெளிவு . ( முதல் 
அத்தியாயத்தில் 4 - வது மாதிரியைப் பார் . ) 


| 


- 
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6 • 9 . ஒரு வட்டத்தின் தன் மாற்றுப் புள்ளிகள் அல்லது நேர்மாறான 

புள்ளிகள் 


உடைய 


0 ( = a )- ஐ 

மையமாகவும் , -ஐ ஆரமாகவும் 
வட்டத்தில் P ( = z ) ; P ( = z ) என்பன நேர்மாறான புள்ளிகளாக 
இருக்கட்டும் . ஃ . OPP ஒரு நேர் கோடாகவும் , OP . OP = r ! 
ஆகவும் இருக்க வேண்டும் . 

ஃ வீச்சம் ( z - a ) = வீச்சம் ( z _a ) 
| z -az - a ) 

( 2 ) 
( 1 ) -ல் இருந்து , வீச்சம் ( z - a) - வீச்சம் ( z - a ) = 0 

வீச்சம் ( z - a ) + வீச்சம் ( 2 - d ) = 0 


... ( 1 ) 


= 0 


ஃ வீச்சம் (z - a ) ( 2 - a ) 
ஃ ( 7 - a ) ( 2 - a ) ஒரு மெய்யெண் 

( 3 ) 
இனி ( 2)-ஐ ( 2 - a | | z - a | = r3 ... 

( 4) 
என எழுதலாம் . ஃ ( 3 ) , ( 4 ) என்பவைகளிலிருந்து 
(( 2 - a ) ( z - a ) = r ... 

( 5 ) 
இப்பொழுது , A , C மெய்யெண்களானால் , ஒரு 

வட்டத்தை 
Azz + Bz + Bz + C = 0 ... 1 என எழுதுவோம் . 
B B 

B B- AC 
i.. z + 

z + 
A 

A 


BB - AG 


B 
இதன் மையம் 

A 

" ( ஆரம் ) " 
... ( 5 ) வது சமன்பாட்டை 


A 


( r + } ) ( = + # ) - 25-4d 


i.e. Az z + B2 + Bz + C = 0 ... 

( 6) 
என எழுதலாம் . இது , வட்டத்தின் சமன்பாட்டான 1 - ல் 2- க்குப் 
பதிலாக 2 போட்டால் கிடைக்கும் என்பதை நோக்குக . எனவே , 
ர - யின் நேர்மாறான புள்ளியான 2 - ஐ 

BA + C 
z 

( 8 ) 

A2 + B 
என்ற சூத்திரத்தின் மூலம் கண்டுபிடிக்கலாம் . 
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z 
6.10 . 

= k என்பது , -ஐத் தன் மாற்றுப்புள்ளி 
Z - B 
களாகக் கொண்ட வட்டம் என நிரூபி . 


| 


நிரூபணம் . | z - a | ? = k | z - B | 

( z- a ) ( 2- a ) = k ( z - B ) ( z - B ) 
1.e. ( z2 - az- & z + aa ) = k2 ( zz - sz - Bz + BB ) 
i.e. ( 1 - ka ) zz + ( Bks - d ) z + ( Bk - a ) 2 + ad - BBk = 0 

( Bk - a ) 

e - Bk 
இதன் மையம் 2 . 

1 - k 1 - k 


இதன் ஆரம் P ஆனால் , p3 = ( BB - AC)/ A2 


p = 


( Bk - a ) ( Bk ~ & ) - ( 1 - k ) ( aa - BBk ) 

( 1 - k ) " 


ஃ ( 

( 1 - keje pa = BBk4_ ask - azk + as 


ca + BBk + k as KBB 
= k * ( e - B ) ( t - B ) 
= k ja - BI 

ka - B | 


PP 


இனி , 69 - ல் உள்ள ( 8 ) வது சமன்பாட்டின்படி 


B = 


Ba + C 
Aă + B 


என நிரூபித்தால் போதும் . 


( Bk2- c ) & + aa - BBk 
அதாவது B 

( 1 - k ) + Bk - a 
என நிரூபித்தால் போதும் . இதன் நிரூபணம் பயிற்சியாக விடப் 
பட்டுள்ளது . 


6-11 . P ( = a ) , Q ( = B ) என்பவை ஒரு வட்டத்தின் நேர்மாறான 
புள்ளிகளானால் , அவ்வட்டத்தின் சமன்பாட்டை 


| - 


= k , k +1 என எழுதலாம் . 


z - B 
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நிரூபணம் : 

அந்த வட்டத்தின் மையம் 2. ஆகவும் , ஆரம் 1 ஆகவும் 
இருந்தால் வட்டத்தின் சமன்பாடு | z - z . | = r ஆகும் . 


| 


ஆகவே , அதில் 

உள்ள P ( = z ) என்னும் 

என்னும் புள்ளியை 
r = z . + rcia எனக் குறிப்பிடலாம் . 


3 


இப்பொழுது , P.Q நேர்மாறான புள்ளிகள் 


OPQ ஒரு நேர்கோடு OP . 0Q = r 


.. 0Q = q ஆனால் , 0P = 

. 


g 


மேலும் a - z . = 


il 
e 


ஆகவும் 


g 


B - 2 , = qein ஆகவும் இருக்க வேண்டும் . 

z. + re ° –z - 
எனவே , 
- B 

-z . - ge 


r ? 
q 


ia 
e 


z - a 


2 


18 


a 


20 + re 


// 


i2 
-re 

ia 
-ge 


9 


!! 


( q cos 8 --- r cos X ) * + ( q sin e - r sin A ) 13 
( r cos I - qcos X + (r sins - qsin M 


பு 


4 


= k + 1 . 


6.12 . ஒரு மோபியஸ் மாற்றத்தினால் , ஒரு வட்டமும் அதன் 
இரு நேர்மாறான புள்ளிகளும் , மற்றோர் வட்டமும் , அதனுடைய 
இரு நேர்மாறான புள்ளிகளுமாக மாறும் . வட்டமானது நேர் 
கோடாக மாறும் போது , நேர்மாறான புள்ளிகளின் பிம்பங்கள் 
கோட்டிலிருந்து சமதூரத்தில் இருக்கும் . 
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நிரூபணம் : 

கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தின் நேர்மாறான புள்ளிகள் a , B 
ஆனால் அதன் சமன்பாட்டை 6-11 படி 


= k , k + 1 என எழுதலாம் . 


z - B 


- dw + b 


இப்பொழுது W = 


az + 
cz + d 


. 


CW - a 


- aw + b - a 


-- 


cw - a 
dw + b 


= k 


B 


--- 


CW - a 


dw + b - cw ; a + aa 
- dw + b - cw G + as 


= k 


. 


w (ca + d ) 

( aa + b ) 
w [ c B + d ) - ( a B + b ) 


= k 


w - a 
w - B 


= 


k . 


CB + d 
ca + d 


= k + / 


ad + b 
இதில் a = 

as + b 
ca + di B 

என அறிக . 

cB + d 
அதாவது , B என்பவை 7 , 8 என்பவற்றின் மோபியஸ் 
மாற்றத்தாலான பிம்பங்கள் . 

z - a 
z - B 

= k ஆனது ஒரு வட்டத்தையும் , 
அதன் இரு நேர்மாறான புள்ளிகளையும் குறிக்கும் என்பது 
தெளிவு . 


. 


6-10 படி , 


al 
k = 1 ஆனால் 

1 என்பது 

a , B ன் 
z - 
மையக் குத்துக் கோட்டைக் குறிக்கும் . ஆகையால் எ , 
அக்கோட்டினின்று சமதூரத்தில் இருக்கும் . 
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6.13 . குறுக்குத் தகவு ! 


21 , 22 , zs z4 என்ற 4 வெவ்வேறு புள்ளிகளின் குறுக்குத் 
தகவை 

( z - Z ) ( z8 - z , ) 

( z1-2 , ) ( zs - 2 ) 
என வரையறை செய்வோம் . 


தேற்றம் : மோபியஸ் மாற்றத்தால் குறுக்குத் தகவு மாறாது . 


( w ; -w. ) ( ws - W2 ) ( 21-24 ) ( zs - z , ) 

( w4 - W2 ) ( ws - W . ) ( z | -z , ) ( zs - zy ) 
என நிரூபிக்க வேண்டும் . இப்பொழுது , 


W. -W2 


az / + b 
cz1 + d 


az , + b 
cz , + d 


| 


( ad- bc ) ( z | - Z ) 
( cz , + d ) ( cz , + d ) 
( ad- bc ) (zs - I ) 
( czs + d ) ( cz / + d ) 


இதே விதமாக , ( ws - Wy ) = 


( w , - WA ) 


( ad- bc ) (z - Z ) 
( Cz1 + d ) ( cz4 + d ) 


( ws - w , ) = 


( ad - bc ) ( ze - z , ) 
( cas + d ) ( cz , + d ) 


( wi - W. ) ( ws - W. ) 
( w . -W2 ) ( ws -W4 ) 


( zy -Z4 ) ( ze - z , ) 
( z1-22 ) ( zs - z , ) 


குறிப்பு : இதில் 21 - உம் W2- உம் 0 ஆனால் என்னாகும் ? 


( w . -W. ) { ( ws / wz ) -1 } 
{ { w / ws ) - 1 } ( ws - W. ) 


A 


{ I - ( z /z , ) } ( zs - Z2 ) 
{1- ( Z2 / z1 ) } ( z8 - z4 ) 


ஆ 


8 


W1 - WA 
W3 - WA 


6-14 . ( j ) பொதுவாக , 

மோபியஸ் மாற்றத்தினால் நிலை 
மாறாத ( invariant ) புள்ளிகள் இரண்டு உண்டு . இவை a , B 
ஆனால் , 
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( - ) 


( z - a ) 

k 
w - B 

( z - B ) 
என்ற வடிவில் மோபியஸ் மாற்றத்தை எழுதலாம் . 

( ii ) இதில் . என்பது k- ன் வீச்சம் ஆனால் , & , $ ஐ 
இணைக்கும் கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட 

கொண்ட வட்டத்தின் 


பம்பத்தின் ஆரம் | 


a - B 
2 cos 8 


| 


என நிரூபி , 


( iii ) ஆனால் , ( a - d } +4 bc = 0 ஆக இருந்தால் ஒரே நிலை 
மாறாத புள்ளி , & , தான் கிடைக்கும் என்றும் , 

மோபியஸ் 
மாற்றத்தை 


1 


1 


+ k 


Z 


என்ற வடிவில் எழுதலாம் எனவும் நிரூபி . 

( iv ) எல்லாப் புள்ளிகளும் நிலை மாறாப்புள்ளிகளாக 
நிபந்தனை என்ன ? 

( i ) w = ( az + b ) / ( cz + d ) 
z நிலை மாறவில்லை ... W = 7 . 
.. z ( cz + d ) = az + b 
ie . cz 
c2 - ( a - diz - b = 0 

( 1 ) 
பொதுவாக , இதற்கு 2 மூலங்கள் 6 , 8 உண்டு . 

ca - ( a - d ) a - b = 0 

.. car - aa = b - da . 
இதேவிதமாக , cB - as = b - d B 

S 

( 2 ) 
az + b 


} 


மவ 


இப்பொழுது , 


|| 


w - B 


cz + d 
az + 5 
cz + d 


- B 


. 


az + b - caz - de 
az + b - cBz - dB 
( a - ca ) z + ca - aa 
( a - cB ) z + cB - as 


- ( 2 )-ல் இருந்து 


( a - ca ) ( z - a ) 
( a - cB ) ( z - B ) 
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W- & 
w - B 


= k 


( z - a ) 
( z - B ) 


இதில் k = 


-ce 
a - cB 


( 3 ) 


( ii ) A ( = a ) , B ( = B ) , P ( = z ) ஆக இருக்கட்டும் . AB ஐ 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தில் P இருந்தால் APLPB . 


. வீச்சம் 


( - ) - 5 


2 


z - B 

முழுவதுமாக ஒரு கற்பனை எண் . 


Z 

+ 
z - B 


= 0 


2- B 


W 


ஆனால் 


// 


k ( z - a ) 
( z - B ) 


( 3 ) -ல் இருந்து 


w - B 


1 


W - a 


. 


1 
k 


w 
w - B 


+ 


= 0 


-- 


k 


w - B 


k = | k | ci0 ஆனால் , k = 

ஆனால் , k = [ke-10 


எனவே 


e 


--10 ( w - a ) ( w - s ) + 19 (w - a) ( w - s ) = 0 

+ 10 ) -w ( a 10 + see - i9 ) 


i.e. 


-18 
ww ( e 


-10 


+ a sci0 = 0 


--was - 10 +910 ) + @se 
இதன் ஆரம் = 

✓ 


BB- AC 

A ? 


a - 
2 cos 8 


என்பதன் நிரூபணம் பயிற்சிக்கென விடப்பட்டுளது . 

(iii ) சமன்பாடு ( 1 ) -ல் இருந்து , ( a - d ) + 4 bc = 0 


ஆனால் ஒரே மூலம் a தான் கிடைக்கும் என்பது தெளிவு . 


மேலும் , a = 


a - d 
2c 


.. d = a - 2 ca 


( 4 ) 
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. 


1 


இப்பொழுது , 


1 
az + b 
cz + d | 


cz + d 
az + b - coz - di 


cz + a - 2ce 
( a - ca) z + b - del 


( 4 ) -ல் இருந்து 


.. 


- 


( cz - ca ) + a - ca 
( a - ca ] z + ce -aaa 


( 2 ) -ல் இருந்து 


= 


c ( z - a ) + ( a - ca ) 

( a - ca ) ( z - a ) 


1 


- 


+ k ... இதில் k = 


Z -- e 


d - ce 


( iv ) w = 2 என்ற மாற்றம் தான் ! 

இதனையே சமன்பாடு ( 1 ) -ல் இருந்து c = 0 ; aad ; b = 0 என்று 
சொல்லலாம் . 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


மாதிரி 1 : 7- தளத்திலுள்ள ( i ) 1 ( z ) - 0 என்ற அரங்கத்தை 
[ ( ii ) R ( z ) -0 என்ற அரங்கத்தை ] . | w / s1 என்ற அரங்க 
மாக மாற்றும் எல்லா மோபியஸ் மாற்றங்களையும் கண்டுபிடி . 


We 


( i ) | w | = 1 என்ற வட்டத்தின் பிம்பம் z- தளத்தின் 
மெய்யச்சாகும் . இந்த வட்டத்தின் தன் மாற்றுப் புள்ளிகள் 
1 

ஆகும் . எனவே இவற்றின் பிம்பங்கள் மெய்யச்சுக்குச் 
சமதூரத்தில் உள்ள புள்ளிகளான 3 , 2 ஆகும் . சிறப்பாக , w = 0 , 
w = 0 என்பவை | w | = 1 என்ற வட்டத்தின் தன் மாற்றுப் 
புள்ளிகள் ஆகும் , 


இப்பொழுது , w = ( az + b ) / ( cz + d ) 
.. w = 0 ஆனால் z = - bla ; w = ~ - ஆனால் z = - a/c . 

.. a = ( - bla ) ஆனால் 4 = { -d / c ) 
ஆக இருக்க வேண்டும் . 
[ z + ( bla ) ] 

( z - a ) 
[ z + ( d / c ) ] 

( z - 4 ) 


W 


C 


C 
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மேலும் , 1 = | * | - - - 


1 


இதில் z = 0 என இடு 
1 

: 
. | a | = | c ) , .. a 

a = cia 


| 


RR 


= 


C 


ia 
... w = e 


z - a 
Zz - a 


இதில் 1 ( a ) > 0 ஆக இருக்கவேண்டும் . ஏன் ? 

( ii ) - ன் நிரூபணத்திற்குக் குறிப்புகள் மட்டும் தருவோம் . 
இப்போது | w = 1 

வட்டத்தின் பிம்பம் y- அச்சு . 
1 

-ன் பிம்பங்கள் z , -2 ஆகும் . முன் மாதிரி , a = ( - bla ) 


என்ற 


ஃ . We 


ஆனால் - = ( -d / c ) ஆகும் . 

( -d / c ) ஆகும் . (இவை , 0 , கூன் பிம்பங்கள் ) 


2 


ஃ w 


C 


2+ 


1 = | w | = 


| : || | - | : | 
... a = ced 


ia z -- a 
WHe 

7+ 


| w / = 1 என்ற வட்டத்தை , z-தளத்தில் நேர் 
கோடாக மாற்றும் மோபியஸ் மாற்றம் எது ? 


மாதிரி 2 : 


2 


| 


| 


- 


z- தளத்தில் உள்ள கோடு 

= 1 

( 1 ) 
z 
இதில் = 

- b | a ; 3 = d | c என்று போடு 
z + (b / a ) 

= 1 
z + ( d / c ) 

a { z + ( b / a ) } 
* | 

ஏனெனில் , w = 

c { z + ( d / c ) } 
ஃ .. | a | = | c | ஆனால் , இது | w | = 1 ஆகும் . 
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மாதிரி 3 : | z | S என்ற வட்டத்தை w | SP என்ற 
வட்டமாக்கும் மோபியஸ் மாற்றம் எது ? 


W 


= 


a z + 6 

a [ z + ( b / a ) ] 
cztod c [ z + ( d / c )] 
வும் , யுைம் | w / = p- ன் 

தன் 

மாற்றுப்புள்ளிகள் . 
.. - தளத்தில் ( -bla ) ; ( -d/ c ) - தன் மாற்றுப் புள்ளிகளாக 
இருக்கவேண்டும் . | 2 | = t என்பதின் தன் மாற்றுப்புள்ளிகள் 


என அறிவோம் . 


ப 


. 


a 


= 


ba ஆனால் க 


d / c ஆகும் . 


a 


a 


ஃ .. 


w 


( z - a ) 
( z - க ) 


( z - a ) 
( 8z - r " ) 


( 1 ) 


aa 


மேலும் , = w | 


( z - a ) 
( az - 11 ) 


C 


ad 


| 


| 


| z - a | 
| z | | - | 


22 = 


C 


at 


= 


+ | 


| 


| z - a | 2 | 4-21] 


3 


க = r pein 


C 


w = r pen 


(z - a ) 
( 8z - r ) 


... ( 1 ) -ல் இருந்து . 


இனி | z = r- ன் உட்புறம் | w = P- ன் உட்புறத்திற்கு 
இசைவாக உள்ளதா , அன்றி வெளிப்புறத்திற்கு இசைவாக 
உள்ளதா என ஆராய்வோம் . 


rpei ( z- a ) rre - A (z- 5 ) - pa 


ww -p = 


( az - r ) 


[ az - r 


pr [ r ( z - a ) ( z - a ) - ( sz - r ) ( az - r ) ] 

& z - r | - 


pr [ r ( zz + at - az - dz ) - ( aaz2 + rt - raz - raz ] ] 

| 8z - r 
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P [ 22 (r - as ) + r ( as - r " ) ] 

12-1 | 


உ 


ஃ 


P ( r - aa ) ( zz - r ) 

| sz - 72 / 2 


P3 (r - a12) ( 1z5--13 ) 

az - 9 | ? 
இப்பொழுது ( a | < r எனக் கொள்க . 


அப்படியானால் ( z | < r- உம் , | w | < P- உம் இசையானவை 
யாகும் . 


| z -உம் , | w | > P -உம் இசை 


ar ஆனால் , 
யானவையாகும் . 


மாதிரி : 4. z = C என்ற புள்ளியை ஆதியாகவும் | z - a SR 
என்ற வட்டத்தை ! w ] $ 1 என்ற வட்டமாகவும் மாற்றும் 
மோபியஸ் மாற்றம் எது ? 


W 


az + B 
Yz + 8 


= 


{ z + s / a ) 
Y ( z + 3 / y ) 


0 , என்பவை W- தளத்தில் தன் மாற்றுப் 

தன் மாற்றுப் புள்ளிகள் . 
. - sla . - 3 / Y - தளத்தில் தன் மாற்றுப்புள்ளிகள் . மேலும் , 
w = 0 என்பது z = c- ன் பிம்பம் . இப்பொழுது , | z - a ) = R- ல் , 
x = c ன் தன்மாற்றுப் புள்ளியயான c - ஐக் கண்டுபிடிப்போம் . 


( c - a ) ( s - d ) = R . 


6.9 - ல் ( 5 ) ஐப்பார் 


R ? 


ஃ c = a + 


c = -B / a என்றும் , c = -3 / Y என்றும் போடு . 


0 


1 = 


뛰 


| z - C ) 

R2 


Y 


2 -- a 


* 


| z - c | | -a | 
| ( z - a) ( -1) - ( 2 - a ) (z - A ) 


YY 
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- 


Y 


* 


z - c ) | a - a | 
z - a | | -z 
| e - a ) . ஏனெனில் | z - c ! 

R 
( 4-3 ) = RA 

= Ri ? எனலாம் . 


| | -z | 


AR 


Ri ( T + 1 ) 


= 


Re 
* 

{z - a ) ( d - I ) - R ? R - ( z - a ) ( T - I ) 
மாதிரி 5 : z = 0 , z = } என்பவற்றை w = 1 , w = 0 ஆகவும் , 
| z - 1 | : 1 என்ற வட்டத்தை | w | = 1 ஆகவும் மாற்றும் 
மோபியஸ் மாற்றம் எது ? 

w = ( az + b ) | [ cz + d ) எனக் கொள்க . 
{ 0 , 1 } { 1 , 0 } ஆகியவை இசைப் புள்ளிகள் . 
ஃ . 1 = b | d ; 0 = ( a / 2 ) + b . 

( 1 ) 
z = 1- ன் தன் மாற்றுப் புள்ளியான z எது ? 
( z - 1 ) ( -1) = 1 

6-9 - ல் ( 5 ) ஐப்பார் . 
: z = - 1 . 
w = 0- ன் தன் மாற்றுப் புள்ளி 0 ஆகும் . ஆனால் { } , 0 } 
இசைப்புள்ளிகள் . 
ஃ . { -1 D } இசைப்புள்ளிகள் . 

-a + b 
.. ... d = c 

( 2 ) 
-c + d 


8 


-- 


... 


- 


-2bz - b 
bz + b 


1- 22 . 


( 1 ) , ( 2 ) -ல் இருந்து w = 


1 + z 


மாதிரி 6 : w = ( 13iz + 75 ) / ( 3z - Si ) என்பதை 
w - a 

( z - a ) 
k 

என்ற வடிவில் எழுதுக . 
w - B ( z - B ) 
இப்போது | z | = 5 என்ற வட்டமானது . W- தளத்தில் a , B- ஐ 
இணைக்கும் கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டமாக மாறு 
கிறது என்றும் முதல் வட்டத்தின் உட்புறம் அடுத்ததன் வெளிப் 
புறத்திற்கு இசைவாக இருக்கும் என்றும் நிரூபி , 
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13iz + 73 
இதில் , w = 

37-511 


ஃ .. a = 13i , b = 75 , c = 3.d = - 51 
6-14 . ஐப்பார்க்கவும் . ( 1 ) -ல் இருந்து a , 3 என்பவை 

cz ? - ( a - d ) z - b = 3z - 18iz - 75 = 0 . 
என்பதன் மூலங்கள் என்றும் , 6.14 ( 3 ) -ல் இருந்து 

k = ( a - ca ) / ( a - cs ) என்றும் அறிவோம் . 
ஃ . a = 3i - 4 ; 8 = 31 + 4 

13- 3 ( 31 - 4 ) 41 + 12 ( 4 + 31 ) 
k = 13i - 3 ( 3i + 4 ) 4i- 12 

5 


Wa 


z - a 


என்பது வேண்டிய மாற்றமாகும் . 
w - p 

z - 3 
இங்கு | z | = 5 

z | = 5 ஆகையால் 7 = 5 ( cos 8 + i sin 9 ) எனக் 
கொள்க . இப்போது , 


விச்சம் 


( 


W = d 
w- 9 


) 


வீச்சம் k + வீச்சம் 


( - ) 


- 


= 


( 


வீ (k ) + i ( z - a ) - வீ ( z - 8 ) 

4 + 3i 
வீ -5 

) + i [ 5 cos 9 + 4 + i (5sing - 3 ) ] 
வீ [ 5cose - 4 + i (5sine - 3 ] ] 

3 

5 sin 9 - 3 
= tan 

+ tan - 1 
w 

5 cos 8 + 4 

5 sin 8-3 
--tan - 11 

5 cos 8 - 4 


* ( 1 ) 


4 


3 


4 


T 


= tan - 11 


+ tan - 1 


Flo 


4 


3 


2 


w ஆனது a , B- ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தில் 
இருக்க வேண்டும் என அறிகிறோம் . கடைசியாக , [ z | = 5 என்ற 
வட்டத்திற்கு வெளியே உள்ள புள்ளியை 2 -re19 என எடுத்துக் 
கொள் . இங்கு r > 5 . இப்போது . 
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வீச்சம் 


= வீச்சம் ( z - a ) - வீச்சம் ( z - B ) 
z - B 


= 


வீ { ( r cos I + 4 ) + i ( r sin -3) } 

- i { ( r cos 0-4 ) + i ( r sia 1 -3) 


= tan - 1 


r sins- 3 
r cos I + 4 


tan - 1 


r sing - 3 
rcos - 4 


tan - 1 


-8 ( r sins- 3 ) 
2-6r sins - 7 


= tan - 1 


8 ( 3 - r sin 8 ) 
r - 6 / sin -7 


< tan - 1 


8 ( 3 -- I sin 6 ) 
18-6 T sin a 


இதில் / > 5 


= tan- 1 ( 4/3 ) 


w 


.. வீச்சம் 


< 1/2 


w - B 


.. 


w -ஆனது வட்டத்தினுள்ளே இருக்க வேண்டும் . 


5-47 
மாதிரி 7 : 

என்ற மாற்றம் | z | = 1 

4z - 2 
என்ற வட்டத்தை W- தளத்தில் வட்டமாக மாற்றுகிறது என 
நிரூபி . அதன் மையத்தைக் கண்டுபிடி . 


(5-4z ) / ( 4z- 2 ) 


z = ( 2w + 5 ) / ( 4w + 4 ) . 


ஃ . zz = 


2w + 5 
4 w + 4 


2 + 5 
4 w + 4 


| z - 


4 ww + 10 ( w + w ) + 25 
16 (ww + w + w + 1 ) 


1 = 


4 ( u + y ) + 20u + 25 

16 ( u + v + 2u + 1 ) 
12 ( u ? + ya ) + 12 ! - 9 = 0 

u + v + u - ( 3/4 ) = 0 . 
ஃ . இது ஒரு வட்டம் . தன் மையம் ( -1,0 ). 
16 
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iz +2 
மாதிரி 8 : w 

என்ற மாற்றம் - தளத்தின் 

4z + i 
மெய்யச்சை வட்டமாக மாற்றுகிறது எனநிரூபி . இதன் மையம் , 
ஆரம் ஆகியவற்றைக் கண்டுபிடி . 2 - தளத்தில் உள்ள எந்தப் 
புள்ளி இதன் மையமாகிறது ? 


w = ( iz + 2 ) | ( 4z + i ) 


( 2 - iw ) / ( 4w - i) 


2 - i w 
2 = 

4 w - j 


4 w + i 
4 w + i 


இதில் விகுதி மெய்யெண் 


x + iy = 


4i w w + w + 8w + 2i 
16 w w + 4 ( w - wji +1 


y = 0 ஆனால் , 


4 w w + y - 8y + 2 = 0 . 


. 4 ( u + y ) + 7y - 220 . 
இது ஒரு வட்டம் , இதன் மையம் ( 0 , -7/8 ) : ஆரம் 9/8 . 


= 


2 - iw 
4w - i 


2 - i ( --7i / 8 ) 
4 ( -7i /8 ) -i 


1 


16-7 
--28-81 


4 


ஃ . 


i 
4 


என்ற புள்ளி , W- தளத்தில் வட்டமையமாகிறது . 


s 


* 


மாதிரி 9 : w = ( az + b ) / ( cz + d ) என்ற மாற்றத்தால் 
ds 

ஒரு மாறிலி என நிரூபி . இதில் a , b , c d என்பவை 

y 
ad - bc = 1 என்றவாறு இருக்கும் மெய்யெண்களாகும் . 
ds do 

என நிரூபித்தால் போதுமானது . 
y 

z = {b -dw ) / ( cw - a ) . 


V 


. d = 


dw 
( cw - a ) 


ad- bc = 1 . 


| dz || 


| dw | 
( eu - a + c pa 


( 1 ) 


கோணம் மாறா மா 


மாறா மாற்றம் 


243 


b - dw 


b - dw 


மேலும் , 2iy 


cw - d 


= 


( ad - bc ) ( w- w ) 
c ww - ac ( w + w ) + as 


2iy 
c ( u + ya ) -2uac + a 


( 
2 
) 


( cu - a ) s + ceya 


ds 


do 


( 1 ) , ( 2 ) -ல் இருந்து 


14 


என அறிக 


y 


y 


மாதிரி : 10. IA | = 1 ஆனால் x = { a } + ( b / X } / 2 என்பது 
ஒரு நீள் வளையத்தை வரைகிறது என நிரூபி . இதன் பேரச்சு , 
சிற்றச்சு ஆகியவை | a | + | b | , | a | - | b | என்றும் , இதன் 
குவியங்களை x = ab- யில் இருந்து பெறலாம் என்றும் நிரூபி . 


- 1 ( x + * ) 
* x + v / ab = [ Vaa + < ] 

( - 5 ] 


- 


2- Vab 


. 


Val 


= 


| x + Vab | + [ x - Vab 


an | + 


| + 


| a + b , ஏனெனில் | * 1 . 
ஃ . இதன் குவியங்கள் Vab , -Vab என்றும் , இதன் 
பேரச்சு ( a 

a | + | b ! என்பதும் தெளிவு . மற்றவை பயிற்சிக் 
காக ! 


மாதிரி : 

11. awz bw - 5z + a = 0 , என்ற மாற்றம் 
| z | = 1 - ஐ | w ] = 1 ஆக மாற்றுகிறது என நிரூபி . முதல் 
வட்டத்தின் உட்புறம் , இரண்டாம் வட்டத்தின் உட்புறமாக 
மாற நிபந்தனை என்ன ? இதில் மாற்றம் அடையாத இரு புள்ளி 
களும் தன் மாற்றுப் புள்ளிகள் என நிரூபி . 
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( 
1 
) 


( bw - a ) ( aw - 5 ) 

( bw - a ) ( bw - a ) 
zz - 1 = 

{ dw -5 ) ( a w - b )) 


ஃ .. 


--- 


1 . 


( bw - a ) (bw - a ) - { aw - 5 ) ( aw - b ) 

| aw - b 


9 


(bbww - abw - abw + ady- { adww - abw - ab w + b5 ) 

| aw - 5 | 
{ / b | - | w | + | a 2- | a | | | - || } 

* aw - b | 
( | w | 2-1 ) { | b | - | a | - ) 

| aw -62 


ஃ . 1 = 1 ஆனால் |w2= 1 . 


இப்பொழுது 


மேலும் | 1 | < 1 ஆனால் | w ] < 1 . 
| b * | > | a | * ஆக இருக்க வேண்டும் . ஏன் ? 


எவையெனக் 


இனி , இம்மாற்றத்தால் மாறாப்புள்ளிகள் 
காண்போம் . w = z என்று போடு . 


az - ( b + 5 ] z + a = 0 . 


ஃ . Z 


( b + 5 ) + V (b + 5 ) - 4ad 

2a 


என்பதும் 


(b + 5J_V (b + 5 / -4aa என்பதும் 


2a 


மாறாப் புள்ளிகளாம் . 


( 5 + b ) - M5 + b ) - - 4aa 

2a 


ஆகும் 


1. , 


( b + 5 ) - { ( b + 5 ) - 4aa } 

4aa 


= 1 . 


= 


Z = Zg 


ஃ 31 , 2 , என்பன தன் மாற்றுப் புள்ளிகளாகும் .. 
ஆனால் என்னாகும் ? 


கோணம் மாறா மாற்றம் 

24 
மாதிரி 12 : 1. - 1 , D- ஐ 1 + i , 1- 1 

-ைஐ 1 + i , 1-1 , 1 ஆக மாற்றும் 
மோபியஸ் மாற்றம் எது ? 


( w - W . ) ( ws -W2 ) 
( W1 -- W2 ) ( ws -- W4 ) 


( 2 ; -z . ) ( zs - z , ) 
( 11--2) ( z , -14 ) 


என்பது குறுக்குத் தகவு . 

தகவு . கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை 
Z / 2 , 28 ; W , w2 . W : ஆகக் கொள்க . 2y = z , w = W என்று 
போடு . 


( 1 + i - w ) { 1- ( I - i ) } ( 1-2 ) ( + I ) 
{ 1 + i- ( I - i)} (1 - w ) ( 1 + 1 ) ( 6-7) 
( 1 + i - w ) i ( 1 - Z ) ( 1 + 1 / 0 ) 
2i ( 1 - w ) 

201 - 2 | w ) 
1 + i - w = ( 1 - w ) ( 1 - z ) 





1 + i - w = 1 - z - w + wz 


z + i = wz 


3 + i 


= W 


7 


அடுத்த பகுதிக்கு முன் 6-3 - ல் உள்ள கோண அளவு மாறா 
உருமாற்றத்திற்கும் , கோணம் மாறா நிலையுறு மாற்றத்திற்கும் 
உள்ள வேறுபாட்டை நோக்குதல் நலம் . 


6.15 . தேற்றம் 1 : 


D என்ற அரங்கத்தில் f ( z ) பகுமுறைச் சார்பாகவும் , 
f ( z ) + 0 ஆகவும் இருந்தால் , அவ்வரங்கத்தில் w = f ( z ) ஒரு 
கோணம் மாறா மாற்றமாகும் . 


நிரூபணம் ! 

P { = zs ) என்னும் புள்ளி Z • தளத்தில் D என்ற அரங்கத்தின் 
உட்புறமாக இருக்கட்டும் . C1 , C , என்ற வளைவரைகள் 1 - ல் 
வெட்டிக் கொள்ளட்டும் . 

| 2-2.1 = r = / Z . - 1.1 
என்பதற்கிணங்க PL P , என்ற புள்ளிகளை CI C , என்பவற்றில் 
எடுத்துக் கொள் . இங்குள்ள தொடுகோடுகள் மெய்யச்சுடன் 


. 


* 46 
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உண்டாக்கும் கோணங்கள் 04 , 4 , ஆக இருக்கட்டும் . C C , 
என்பவை C .. C.- ன் பிம்பங்களாக இருக்கட்டும் . w1 , " , 


C₂ 


C 


C₂ 


25 


Wal 


ய 


C 


Z 


Zo 


Wo 


| 


42 


4L 


> 


3 


2 


* X 


* 


O 


Z- தளம் 


ur- தளம் 


படம் .32 


என்பவை C , C , - ல் உள்ளன , w . ஆனது C , C , வெட்டும் 
புள்ளி என்பவை தெளிவு . இப்பொழுது ( 1 ) -ல் இருந்து 


21 


21 =z, + red 


; 22 = z , + re101 


P- யில் C , C , க்குத் 


r > 0 . ஆகையால் P. P , P , P என்பன 
தொடுகோடுகளாக மாறும் . அதாவது 


+ a + a2 . 


இதே விதமாக , ம- தளத்தில் P - ல் C , C , - க்கு வரையப் 
பட்ட தொடுகோடுகள் மெய்யச்சுடன் முறையே 81. 9 , என்ற 
கோணங்கள் உண்டாக்கட்டும் . மேலும் , 


w - w . = Ps 191 ; w ,-w = p , ie , 


. 


p : +0 ஆகையால் - 1 


P. - 0 ஆகையால் , + s , 


இனி , f ( z ) 


எல்லை f ( z ) – f ( 2. ) 
2--20 2 ~ 7 . 


எல்லை f ( z ) - f ( zo ) 
Z -- Z0 

7 
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எல்லை 
71-1 . reis , 


eels , 


= 


f ( zo ) 40 ; எனவே , அதை 


Roeta 


ஆகக் கொள்ளலாம் . 


எல்லை 


ia 
R , e 


Ps i (4-01) 


Z , + Z , 


T 


R = எல்லை ( p / r ) ; A = எல்லை ( 9. - 81 ) = 81 -0 , 


* . 


.... ( 2 ) 


இதேவிதமாக = 2 , - a , என நிரூபிக்கலாம் . 


.. 


81- & 1 = $ 2 - a , அதாவது 0. ~ & 1 = $ 2 - Pr . 


அதாவது f ( z ) ஒரு கோணம் மாறா மாற்றம் ஆகும் . 


6.15A . தேற்றம் 1 . 


( வேறுமுறை ) 


என்ற 


2 - தளத்தில் C. 

வளைவரையில் P ( = z ) , P. ( = 24 ) 
என்பவை அடுத்தடுத்த 
அடுத்தடுத்த புள்ளிகளாக 

புள்ளிகளாக இருக்கட்டும் . ஆகவே , 
zs = z + Az என்று கொள்ளலாம் . 


w- தளத்தில் , C.- ன் பிம்பமான C - ல் P ( = w ) , P. ( EW ) 
என்பவை P , P .. ன் பிம்பங்களாக இருக்கட்டும் . 


w = f ( z ) ஆனால் 


PP , = Az; P P , = Aw . 


AW 
Az 


P P . 
PPI 


வீச்சம் 


வீச்சம் PP - வீச்சம் PP , 


( A ) 

( A ) 


எல்லை 

வீச்சம் 
Az + 0 


= வீச்சம் 


( 


எல்லை 

P P . 
P , --P 


வீச்சம் 


( ** PP . ) 


எல்லை 
P. - P 


2 
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1.G. வீச்சம் 


( 2 ) 


dw 
dz 


= வீச்சம் ( P - ல் உள்ள தொடுகோடு ) 


--- 


வீச்சம் ( P- ல் உள்ள தொடுகோடு ) 


= 1-8 
- 01 

( 3 ) 
இதில் , 8 , என்பது 7- தளத்தில் , P- ல் ( 2 என்னும் புள்ளியில் ) 
C -க்கு வரைந்த தொடுகோடு மெய்யச்சுடன் உண்டாக்கும் 
கோணமாகும் ; . என்பது ச - தளத்தில் P - ல் ( W என்னும் 
புள்ளியில் ) C- க்கு வரைந்த தொடுகோடு மெய்யச்சுடன் 
உண்டாக்கும் கோணமாகும் . 

இப்பொழுது C ) , C , என்ற வளைகோடுகளுக்கிடையே உள்ள 
கோணம் 

2 - 


= [ *. 


- வீச்சம் 


ச்சம் ( 2 ) ] - [ 9 ; - வீச்சம் ( 

( * ) ] 


சமன்பாடு ( 3 ) - ஐப்பார் . 


C1 , C , என்ற வளைகோடுகளுக்கிடையே உள்ள கோணம் . 


இனி தேற்றம் 1 - ன் மறுதலையை நிரூபிப்போம் . 

6.15B தேற்றம் 2. D என்ற அரங்கத்தில் , w = f ( z ) ஒரு 
கோணம் மாறா மாற்றமாக இருந்தால் f ( z ) ஒரு பகுமுறைச் சார்பு 
என நிரூபி . 


என் 


w = f ( z ) = u + iv ஆக இருக்கட்டும் . 2 - தளத்திலுள்ள P , Q 
அடுத்தடுத்த புள்ளிகளானால் PQ = ds எறு 

சொல்லாம் . 
W- தளத்தில் P , Q என்பவை P.Q- ன் பிம்பங்களானால் P Q = ds 
எனக் கொள்ளலாம் . இப்பொழுது 


dr = dx ? + dy ; ds = du + dve 


du 
மேலும் , du = 

дх 


dx + 


ди 
ду 


dy 


ay 


dy 


av 
ах 


dx + 


ol 


dy 


. 


d ச = ( ux dx + uy dy ) - + ( vx dx + vy ay ) 
ds = ( ux2 + vx ) dx2 + ( uy + vy " ) dys 


of 2 ( ux Hy + Vx Vy ) dx dy 


( 1 ) 
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இது கோணம் மாறா மாற்றம் . ஆகையால் dr / ds " ஆனது 
திசைகள் மாறுவதால் மாறாத தொன்று . 

dse == dx3 + dya 


2 


( 1 ) -ஐயும் ( 2 )- ஐயும் ஒப்பிடுங்கால் 
ux2 + vx2 uº + v , 3 Uxlly + VxVy 
1 1 

O 


( 3 ) 


ஃ ux + vx2 = uy2 + y , 2 
மேலும் , xx uy + vxry = 0 


( 4 ) 
( 5 ) 


ux 


எனவே 


- 


= k ஆனால் , 


Uy 


( 6 ) 


ux = k vy ; } x = - k uy . 
இதை ( 4 ) -ல் பிரதியிட 2 ( v 2 + uya) = uy + Vy 

k = + 1 . 


k = 1 ஆனால் ux = yy ; 


uy 


( 7 ) 


k = 


-1 ஆனால் ux = 


Vy , vx = ly 


( 8 ) 


( 7 ) -வது சமன்பாடுகள் காஷி ரைமன் சமன்பாடுகள் . .. f ( z) 
ஒரு பகுமுறைச் சார்பு என அறிகிறோம் . ( 8 ) -வது சமன்பாடு 
களில் V- குப் பதில் -- போட்டால் ( 7 )-வது சமன்பாடுகள் கிடைக் 
கின்றன . 

: ( 8 ) -ல் உள்ளது கோண அளவு மாறா மாற்றமாகும் . 
இதில் குறிகள் மாறுபடுகின்றன . ஆகையால் கோணத்தின் 
அளவும் , குறியும் மாறா மாற்றங்களே , அதாவது கோணம் மாறா 
மாற்றங்களே பகுமுறைச் சார்புகளாகும் . 


எல்ல 


Pl 


குறிப்பு 1 : R. = | f ( zo ) | = 

| 


Z + Z 


T 


என்பதை உருப்பெருக்கக் கெழு என்று சொல்வோம் . கொடுக்கப் 
பட்ட ஒரு 20 - க்கு , R. மாறிலி என்பது தெளிவு . அதாவது 
எத்திக்கிலும் உருப்பெருக்கம் ஒரே அளவு தான் இருக்கும் . 
ஆகவே 20 - க்கு அருகில் , இம்மாற்றத்திற்குப் பின்னும் பிம்பமானது 
ஏறத்தாழ அதே உரு (shape ) உடையதாக இருக்கும் எனலாம் . 
ஆனால் வெவ்வேறு புள்ளிகளில் , உருப்பெருக்கக் கெழு வெவ்வேறு 
மதிப்புடையதாகையால் , முதல் உருவத்திற்கும் , பிம்பத்திற்கும் 
பெருத்த வேறுபாடு இருக்கலாம் . 
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குறிப்பு 2 : f ( z ) = 0 ஆணா 

ஆனால் என்னாகும் ? என்பதை ஆராய , 
எளிதாக்கும் பொருட்டு f ( z ) * 0 எனக் கொண்டு , 4-24 - ல் 
உள்ள டெய்லர் தொடரை 

f ( zo ) 
f ( z ) = f ( zo ) + 

z " 

( z - zo ) + ... 
2 ! 

3 ! 
என எழுதலாம் . 

ஃ f (z ) - f ( zo ) = a , ( z - Zo ) + as (1 - 20) + ... 


f" ( zo) ( z - z ) + 


இதில் a , = 


1 


f " ( zo ) 

21 


# 0 என்பதைக் கவனி . 


. 


W1 


1 - wo = a , ( z - Z ) + as ( z | - zo ) * + 


ஃ . 


p1 


| a , | r * i ( 20 , + ) 


இதில் A என்பது a : - ன் வீச்சமாகும் . 
z1 - Z0 ஆனால் எல்லை 1 = B1 = 2a , + A 
இவ்வாறே B , = 2a , + A 
ஃ 9 , -B , = 2 ( a , - ay ) 


அதாவது , C - க்கும் , C , - க்கும் இடையே உள்ள கோணம் 
C.- க்கும் , C-க்கும் இடையே உள்ள கோணத்தைப் போல் இரு 
மடங்காகும் . 
மேலும் Ro = 

| f ( zo ) | = 0 
ஃ f (za ) = 0 ஆனால் , 1 , என்னும் புள்ளியில் கோணம் 
மாறாத பண்பு கொள்ளத்தக்கதல்ல . 


குறிப்பு 3 : கோணம் மாறா உருமாற்றத்திற்கு 

வேண்டிய 
dw 

| * 0 என்று பார்த்தோம் . f ( 3 ) 

dz 
பகுமுறைச் சார்பாதலின் , 


Ux uy 


us - ve 


| 


| 


| 


Vx 


ux + yx 


2 


f ( z ) | 


* f ( z ) = us + Iv * 


* 0 . 
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ஆகவே , இந்த நிபந்தனையை 


( u , v ) 

( x , y ) 


# 0 


எனவும் 


எழுதலாம் , 


6-16 . வகைக்கெழு பூச்சியப் புள்ளி 

w = f ( z ) என்ற உருமாற்றத்தில் , z என்னும் புள்ளியில் 
f ( z ) = 0 ஆக இருந்தால் அதை ( critical point ) வகைக்கெழு 
பூச்சியப் புள்ளி என்போம் . 


எடுத்துக்காட்டாக , w = z - என்ற உருமாற்றத்தைக்கவனி . 
z = re என்றும் ( w + 1 ) = pe எனவும் கொண்டால் , z = 0- ல் 
உள்ள 6 = a என்னும் ஆரையானது w = -1 - ல் உள்ள = 3a 
என்னும் கோடாகும் . எனவே 2 - தளத்தில் இரு கோடுகளுக் 
கிடையே உள்ள கோணமானது W • தளத்தில் 3 மடங்காகிறது . 
. இது கோண மாறா மாற்றம் அல்ல . 


இப்பொழுது முதல் ( n - 1 ) வகைக்கெழுக்கள் பூச்சியமெனக் 
கொள்வோம் . அப்படியானால் டெய்லர் தேற்றத்தின்படி 
( டெய்லர் தேற்றத்தை அடுத்த அத்தியாயத்தில் நிரூபிப்போம் . ) 


( )(zo) (1-15 


f ( z ) = f ( z ) + 


Σ 


r = n 


ஃ f ( z ) -f ( zo ) = an ( 21 - zo ) " + ... 


(n)( zo ) 


இதில் an 


* 0 . 


. 


Wi -- Wo 


= 


an ( z | -z , ) " + ..... 


P , eis , 


| as | * 1 ( na , + An ) + ... 


இதில் An 

வீச்சம் ( an ) + ... 
இப்போது , எல்லையைக் கண்டுபிடிப்போமானால் 
P. = எல்லை 

= na + An 
B 

எல்லை , na , FAR 
ஃ - A n ( a , -al ) 

இரு வளைவரைகளுக்கிடையே உள்ள கோணம் 7 மடங்கு 
அதிகரிக்கிறது . 


2 
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இனி உருப்பெருக்கக் கெழுவைக் காண்போம் . 


P. 


R = எல்லை 


= 0 என்பது தெளிவு . 


T 


ஆகவே இது கோணம் மாறா மாற்றம் அன்று . 


குறிப்பு : பொதுவாக Ro = | f ( zo ) | என்பது உருப்பெருக்கக் 
கெழுவாகும் . 6-15 . தேற்றம் 1 - ல் ( 2 ) -வது சமன்பாட்டைப் 
பார் . 


சில முக்கியமான உருமாற்றங்கள் 

6. 17.w = z " என்ற உருமாற்றத்தை எடுத்துக்கொள்வோம் . 
இதில் 1 ஒரு மிகை முழு எண்ணாக இருக்கட்டும் . இது ஒரு 
கோணம் மாறா மாற்றம் என்பது தெளிவு . ஆனால் , Z = 0 , என்ற 

dw 
புள்ளியில் மட்டும் , = nzr - 1 = 0. ஆகையால் , இது கோணம் 

dz 
மாறாமாற்றமாக இராது . மேலும் இது ( 1 - 1 ) ஒன்றுக்கொன்று 
சார்பு அல்ல என்பதும் தெளிவு . இதை n -- 1 , ( n- க்கு ஒன்று ) 
சார்பு என்று சொல்வது பொருத்தமாயிருக்கும் ! 


இப்போது w = u + iv = pcil 

ஆகவும் 


z = u +iy = re19 ஆகவும் இருக்கட்டும் .. 
அப்படியானால் , 
P ( cos p + isinp ) = / ( cos e + i sin a ) " 

= r " ( cos ne + isin ng ) 
.. p = r " ; ng . 
ஃ . 

z- தளத்தில் உள்ள r = c என்ற வட்டமானது , W- தளத்தில் 
p = c " என்ற வட்டமாக மாறுகிறது . குறிப்பாக , Z- தளத்தில் 
உள்ள அலகு வட்டம் , W- தளத்தில் உள்ள அலகு வட்டமாகிறது . 

z- தளத்தில் உள்ள 9 = a என்ற ஆரையானது , W- தளத்தில் 
உள்ள = na என்ற ஆரையாக மாறுகிறது . இது , இம்மாற்ற 
மானது 

ஆதியில் கோணம் மாறாமாற்றம் அல்ல என்பதை 
எடுத்துக்காட்டுகிறது . 

Z- தளத்தில் , ஆதியில் 8 கோணத்தைத் தாங்கும் ஆரைச் 
சிறையானது , W- தளத்தில் na கோணத்தைத் தாங்கும் ஆரைச் 
சிறையாக மாறுகிறது என்றும் துணை முடிவு காணலாம் . 


| 
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ஆகவே , பூச்சியத்தை விடுத்த ஓர் ஆரைச் சிறையை 


A 


0 < வீச்சம் z < 


21 


- 


இனி 


என்பதற்கிணங்க எடுத்துக் கொண்டால் இதன் உட்பகுதியானது 
w- தளத்தில் 1 ( w ) = v > 0 என்ற மேல் பாதி தளமாக மாறும் . 
இப்பகுதியில் இது கோணம் மாறா மாற்றமாக இருக்கவேண்டும் . 
இதேவிதமாக 0 < வீச்சம் < 

என்ற 

ஆரைச்சிறை 
யானது W- தளத்தின் முழுமையாக மாறும் . இதில் ! -அச்சின் 
மிகைப்பகுதியில் வெட்டு இருப்பதைக் கவனி . 

n = 2 ஆனால் என்னாகும் என்பதை ஆராய்வோம் . 
{ w = z என்னும் மாற்றத்தை ஆராயும்போது , 2 = vw 

என்னும் 
மாற்றத்தையும் காண்கிறோம் என்பதை நினைவிற் கொள்க . 
ஆகவே . w = Vz என்பதை மீண்டும் ஆராயாமல் உங்கள் பயிற்சிக் 
கென விட்டு வைத்துள்ளோம் . ) 

w = z என்ற சார்பை எடுத்துக்கொள் 
1 . z = r 19 ஆகவும் , w = P IP 

ஆகவும் கொண்டால் 
210 

. P = r3 ; ¢ = 28 
.. ( r , 9 ) என்ற புள்ளியின் பிம்பம் ( r , 28 ) ஆகும் . 


Peio 


= ree 


W 


AV 


ய -தளம் 


14 


Z- தளம் 


படம் 33 


என 


1- தளத்தில் 058SK ஆனால் , - தளத்தில் மெய்யச்சுக்குமேல் 
உள்ள பாதியானது - தளத்தின் முழுமையையும் பிரதிபிம்பிக்கக் 
கூடியதாய் இருக்கும் . குறிப்பாக , r = sr .. 038s T 
எடுத்துக் கொண்டால் z- தளத்தில் உள்ள அரை வட்டத்தின் 
பிம்பமானது ச - தளத்தில் உள்ள முழு வட்டம் wsr ஆகும் . 
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இப்பொழுது z- தளத்தில் rsra 050 < 27 என்ற முழு 
வட்டத்தை எடுத்துக்கொண்டால் , w = z என்பது 1-1 ( ஒன்றுக் 
கொன்றான ) சார்பாக இருக்குமா ? ஏன் ? 





II . u + iv = w = z = ( x + iy ) = x - y + 2ixy 
.. u = x - y ; y = 2xy 

( 1 ) 
முதலாவதாக , 

என்ற கோட்டின் பிம்பத்தை 
W- தளத்தில் காண்போம் . 

u = 1 - y : V = 2y 

.. v * = 4y " = 4 ( 1 - u ) 
y = 4 ( 1 - u ) என்ற பரவளையம் , x = 1 என்பதன் பிம்பம் 
எனக் காண்கிறோம் . 


. Z. தளத்தில் x = 1 , x = 2 என்பவற்றிற்கிடையே உள்ள 
துண்டானது . W- தளத்தில் V = 4 ( 1 - u ) ; = 16 ( 4 - ப ) என்ற 
பரவளைவங்களுக்கிடையே உள்ள பரப்பாக மாறும் . 

பொதுவாக , r = a- ன் பிம்பமான v * = 4a ( a - u ) என்ற 
பரவளையத்தில் 1 ஆனது பூச்சியத்தை அணுக . ப - வும் பூச்சியத்தை 
அணுகவேண்டும் . ஏனெனில் y * ஒரு மிகையெண் 

ஆதலின் 
M < a ஆக இருக்கவேண்டும் . 


19 


- 


- 


น 


2 


படம் 34 


இப்பொழுது , x பூச்சியத்தை அணுகட்டும் . y = 4x ( x - u ) 
குறுகிக்கொண்டே வரும் . இதன் ( latus rectum ) செவ்வகலமான 
4x பூச்சியத்தை அணுகுகிறது என்பதைக் கவனி . - கடைசியில் ,, 
0 - விலிருந்து 

வரை ஒரு பிளவு ( slit ) இருப்பதைக் 
காண்கிறோம் . எனவே , z- தளத்தில் x = 0 , - க்கும் , x = 1- க்கும் 


|| 
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இடையே உள்ள துண்டானது ) = 4 (1- U ) என்ற பரவளையத்தின் 
உட்புறமாகும் . இதில் , மெய்யச்சில் 0 - ல் இருந்து - வரை 
பிளவு உண்டு . 


> 


O 
z- தளம் 


பிளவு 


น 


ய - தளம் 


படம் 15 


ஆகவே . w = z3 என்ற மாற்றத்தால் , x = R ( z ) 20 என்ற 
Z- தளத்தின் பாதிப்பரப்பு . W- தளத்தின் முழுமையாக ( மெய் 
யச்சில் Ou என்ற பிளவு நீங்கலாக ) மாற்றப்படுகிறது . 


என்ற 


குறிப்பு 1 : x = X என்ற மெய்யச்சுக்கிணையான கோடுகள் , 
v = 4 X ( X - u ) 

பொதுக்குவிய பரவளையங்களாக 
மாறுகின்றன . இதன் உச்சி ( 1 , 0 ) . ! -வின் மதிப்பு 1 - ஐ விட 
அ திகமாக இருக்க 

முடியாது . 

எனவே 

இப்பரவளையங்கள் 
மெய்யச்சின் எதிர்திசை நோக்கி விரிந்து செல்லும் . இதன் ( latus 
rectum ) செவ்வகலம் 41 ஆனதால் , இதன் குவியம் ( 0 , 0 ) ஆனது 
( A- ஐச் சாராததால் ) பொதுக்குவியமாகும் . 


குறிப்பு 2 : இதேவிதமாக , y = / என்ற கற்பனை அச்சுக் 
கிணையான 

கோடுகள் v = 4u ( H + u ) என்ற பொதுக்குவிய 
பரவளையங்களாக மாறுகின்றன . இதன் உச்சி ( -H , 0 ) . H. வின் 
மதிப்பு - - - ஐ விட அதிகமாக இருக்க வேண்டும் . எனவே இப் 
பரவளையங்கள் மெய்யச்சின் நேர் திசைநோக்கி விரிந்து செல்லும் . 
இதன் செவ்வகலம் 44 " ஆனதால் , இதன் குவியம் ( 0 , 0 ) ஆனது 
( P- ஐச் சாராததால் ) பொதுக்குவியமாகும் . 
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III . இப்பொழுது . u = 1 என்பது z- தளத்தில் x - y = 1 
என்ற அதிபரவளைவைக் குறிக்கும் . . u = 1 , u = 2 என்பவை 
களுக்கிடையே உள்ள பரப்பானது . x - y = 1 ; x ? -- y = 2 என்ற 
அதிபர வளைவுகளுக்கிடையே உள்ள பரப்பின் பிம்பமாகும் . 


13 


1 


படம் 36 


இதிலிருந்து , u = 1 என்னும் கோட்டிற்கு வலப்புறம் உள்ள 
பரப்பானது , x - y = 1 என்ற அதிபரவளைவின் உட்புறத்திற்கு 
இசைவாக இருக்கிறது என அறிவோம் . 


இதேவிதமாக , y = 2 என்ற கோடு , xy = 1 என்ற அதிபர 
வளைவின் பிம்பமாகும் . v = 2. v = 4 என்ற கோடுகளுக்கிடையே 
உள்ள பரப்பானது xy = 1 , xy = 2 என்ற அதிபரவளைவுகளுக் 
கிடையே உள்ள பரப்பின் பிம்பமாகும் . இதை விளக்க ஒரு படம் 
வரை . இதிலிருந்து y = 1 என்ற கோட்டிற்கு மேலே உள்ள 
பரப்பானது xy = 1 என் ற அதிபரவளைவின் உட்புறத்திற்கு 
இசைவானது என அறிகிறோம் . 


என்ற 


IV . | z - a ) = c 

Z. தளத்திலுள்ள வட்டத்தின் 
பிம்பம் W - தளத்தில் உள்ள R = 2c ( a + c cos p ) என்ற லிமகன் 
ஆகும் . 
நிரூபணம் . [ z - a = c . 


.. 


- a = cio 


ஃ w = z } = (a + ce 0 )2 = a + 2 ac 

= a + 2 acei0 + c 


2i9 


ஃ w_ (a - c ) = c3 +2 ac ei0 + c 2210 
= cel0 { cs -10 + 2a + cia 

} 
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< io = 2c io ( a + c cos 6 ) 


w- ( al - c ) = c 10 ( 2c cos 0 + 2a ) 
Ri 

a 8 
குறிப்பு : W-தளத்தில் , w = a - c என்னும் புள்ளியில் 
துருவத்தை எடுத்துள்ளோம் . 

R = 2 c ( a + c cos 9 ) ; * = 8 

.. R = 2c ( a + c cos p ) 
இது ஒரு லிமகன் வளைவரையின் சமன்பாடாகும் . இதில் a = c 
ஆனால் R = 2a ( 1 + cos p ) என்ற கார்டியாய்டு கிடைக்கும் . 

VI . | w - 1 | = > என்ற வட்டங்கள் , | z - 1 | | z + 1 | = k 
என்ற லெம்னிஸ்கேட் வளைவரைகளின் பிம்பம் என நிரூபி . 
நிருபணம் ( w- 1 | = > 

ஃ ( w - 1 ) ( w- ] ) = > 2 
ww - ( w + w ) + 1 = X 

u + y - 2u + 1 = X2 
ஆனால் 4 = x --y ; y = 2xy 

( 1 ) ஐப்பார் 
ஃ ( x - y ) + 4x y - 2x + 2y : + 1 = A 
ஃ . ( x + y ) + 1 + 2 (x + y ) - 4x = X 

( x + y + 1} 2-4x2 = > 2 
( x + y + 1 + 2x ) ( x + y + 1-2x ) = 1 
{ ( x + ] ) 2 + y } { { x - 1 ) 9 + y ? } = A ? 
| z + 1 | 2 | z - 1 | " = A 

| z + 1 | 12-1 | = > 
A = 1 ஆனால் 

| z3-151 . 
ஃ . | x - y - 1 + 2ixy | = 1 
ஃ ( x - y -1) + 4x2 y = 1 
( r ? cos 29-1) + r4 sin3 20 = 1 

p4 ( cos 28 + sin 29 ) -2r 2 cos 28 + 1 = 1 

ஃ . r = 2 cos 28 
து லெம்னிஸ்கேட் வளைவரையாகும் . 

17 


9 
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6-18 . W = tan3 ( z / 2 ) 


1. w = tan2 ( z / 2 ) என்ற மாற்றத்தால் x = 0 , x = 1 / 2 என்ற 
கோடுகளுக்கிடையே உள்ள பரப்பின் பிம்பம் W- தளத்தில் உள்ள 
| w ] = 1 என்ற வட்டமாகும் . இதில் மெய்யச்சில் w = -1- ல் 
இருந்து w = 0 வரை ஒரு பிளவு உண்டு . 


நிரூபணம் : w = tan ( z / 2 ) 


ஃ 


1 -- cos Z 
1 + cos Z 


( 1 ) 


( அ ) இதில் x = 0 என்று போடு . 


1 -- cos iy 
1 + cos iy 


-- 


1 - cosh y 
1 + cosh y 


* ஒரு மெய்யெண் என்பதைக் கவனி . 


எல்லை 


w = 0 என்பது தெளிவு . 


y > 0 


-- 


-1 


எல்லை 


எல்லை 
y > w 


1 
cosh y 

1 
cosh y 


0 + 1 


+1 


ஃ y ஆனது 0- ல் இருந்து வைரை மாறும் போது w ஆனது 0 - ல் 
இருந்து --- 1 வரை மாறும் . இதேவிதமாக , y ஆனது 0 - ல் இருந்து 
--0 வரை மாறும்போது w ஆனது () -ல் இருந்து -1 வரை 
மாறும் . 


( ஆ ) இனிமேல் , x = 1 / 2 என்று போடு . 

1 -- cos Z 1 - cos ( 1 / 2 + iy ) 
1 + cos 2 I + cos ( 1 / 2 + ty ) 
1 + sin iy 1 + i sinhy 
1 - uly 

1 - ệ sinh y 


வீச்சம் w = வீச்சம் ( 1 + i sinh y ) - வீச்சம் ( 1 - i sinh y ) 


= 2 வீச்சம் ( 1 + i sinh y ) 


2 tan- sinh y . 
. y = • ஆனால் sinh y = 0 , tan - l sinhy - 1 / 2 ஆகும் , 
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வீ ( w ) = 2x1/2er 


இதே விதமாக y = - ல ஆனால் , வீ ( w ) = - r : 


மேலும் , | w ] = 


1 + i sish y 
| -i Sinhy 


= 1 ... ஏன் ? 


எனவே W ஆனது ( w = 1 என்ற வட்டத்தை உண்டாக்குகிறது 
எனலாம் . இதில் மெய்யச்சில் u = -1- ல் இருந்து u = 0 வரை ஒரு 
பிளவு உண்டு . 


* 


ry 


பிளவு 


73 


T / 2 


படம் .37 


இனிமேல் இத்துண்டின் உட்புறம் , வட்டத்தின் உட்புற 
மாகிறது எனக் காண்பிப்போம் . 


W 


1 - cos 2 
1 + cos Z 


1- cos ( x + iy } 
1+ cos ( x + iy ) 


// 


1 - cos x coshy + isin x sinhy 
1 + cos x cosh y- i sin x sinh y 


| w - 


( 1 - cos x cosh y ) + ( sin x sinh y ) 
( 1 +cos x cosh y ) + (sin x sinh y ) " 


< 1 ஏனெனில் cos x > 0 ; cosh y > 0 . 


இங்கு 0 < x < T / 2 என்பதைக் கவனி. 


II w = tan ( TV / z / 4 ) என்ற மாற்றத்தால் 1 - தளத்தில் 
r = sec 10/2 ) என்ற பரவளையத்தின் உட்புறம் | w | = 1 என்ற 
வட்டத்தின் உட்புறமாக மாறுகிறது என நிரூபி , 
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z = V , 


( 1 ) 


= 


3 


( 
2 
) 


7 " 쁠 
( 

2 

w = tan ( z " / 2 ) ... ( 3 ) 
என்ற 3 மாற்றங்களாலானது w = tan (TVz| 4 ) எனக் கருதலாம் . 
( 1 ) -ல் இருந்து . z = ( 2 } 

ஃ x + iy ( x ) " - ( y ) + 2ix y 
x = ( x ) - ( y ) 3 ; y = 

2x y 


* y = 4 ( x ) 2 { ( x ) 2 - x } 
இப்பொழுது , r = sec ( 0/2 ) ஃ . r cos " ( 8/2 ) = 1 . 

| ( 1 + cos G ) = 2 ; r = 2 - x 
x + y = r2 = 4- 4x + x : 

y = 4 ( 1 - x ) ( 5 ) 


6. 17. II- ஐப்பார்க்கவும் . 

( 4 ) , ( 5 ) -ல் இருந்து , x = 0 , x = 1 என்ற கோடுகளுக்கிடையே 
உள்ள துண்டானது , y = 4 ( 1 - x ) என்ற பரவளையத்தின் 
உட்பரப்பின் பிம்பம் என அறிவோம் . 

( 6 ) 
இனி , 2 " = Tz / 2 என்பது ஒரு எளிய மாற்றம் . இதில் " = 0 ; 
x = 1 / 2 என்ற கோடுகளுக்கிடையே உள்ள துண்டானது x = 0 , 
x = 1 என்ற கோடுகளுக்கிடையே உள்ள துண்டத்தின் பிம்பம் 
என்பது தெளிவு . 

( 7 ) 
கடைசியாக , w = tan ? ( z " / 2 ) என்பது நாம் சற்று முன்னதாக 
1 - ல் ஆராய்ந்த மாற்றம் . இதன் விளைவாக , [ w = 1 என்ற 
வட்டத்தின் உட்புறம் x " = 0 ; x " = 1/2 என்ற கோடுகளுக்கிடையே 
உள்ள துண்டத்தின் பிம்பம் என பார்த்தோம் . 

( 8 ) 
( 6 ) , ( 7 ) , ( 8 ) -ல் இருந்து 11 - ன் நிரூபணம் தெளிவாகிறது . 
6. 19. A அடுக்குக் குறிச் சார்பு : W = er 

e " என்றவுடன் இது -யின் z அடுக்கு என்றால் 
பொருளற்றதாகும் . எனவே e- ஐ exp z என எழுதி 


expz = er ( cos y + i sin y ) என வரையறை செய்வோம் . 
y = 0 ஆனால் , expx = * ஆகிறது . 
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மேலும் , -0 ஆனால் cos y + isin y 


{ 1-2 + + -- 

- } +1 { , - + --} 
- + ... 


= 1 + iyy– 


y 
2 ! 


iy என்று சொல்லலாம் . 


= exp ( iy ) . 
இப்போது expz = u + iv ஆனால் 

u = e * cos y ; v = ex sin y .- ( 1 ) u , y என்பவைகளின் 
பகுதி வகைக்கெழுக்கள் தொடர்ச்சியானவை . அவை 

அவை காஷி 
ரைமன் சமன்பாடுகளைத் திருப்தி செய்யும் . மேலும் , 

au Ov 
+ i 

= u + iv = expz 
dz dx dx 


d expz 


dexp z +0 . ( :: lex | = ex + 0 


dz 


w = exp z என்பது கோணம் மாறா மாற்றமாகும் . 
முடிவுள்ள எல்லா அரங்கங்களிலும் பகுமுறைச் சார்பாக 
உள்ள இச்சார்பினைப் பூரண சார்பு என்று சொல்லலாம் . 

( 5.17 - ஐப்பார் ) 


w = cxpz = P ( cos p + isin p ) என எழுதினால் , 

p = : = y ஆகும் . 
ஃ-வின் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் இணங்க x- ன் மதிப்பும் 
உண்டு என்பதை நோக்குக . ஆனால் p = 0 ஆக இருக்க முடியாது , 
* ex + 0 . 
expz, expz , = exp ( z++ z2 ) என எளிதில் காட்டலாம் . 
இடப்பக்கம் = P1 ( cos 9. + isin A ) p , ( cos , + isin , ) 

P1P , [ cos ( 91 + ¢ , ) + i sin ( + ) ] 


= 


= 


51 + x4 [ cos ( y : + y , ) + i sin ( y1 + y . ] ] 

exp ( z1 +2 ) 
இதேவிதமாக , expz | + expzx = exp ( z : -z , ) 
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exp z- ஐ ஒரு திரும்புச் சார்பு ( periodic ) என்றும் சொல்ல 
லாம் . ஏனெனில் 


Cxp ( z + 2mi ) 


= expz . 


exp 2ri 
= expz . 1 

expz . 


- 


ஆகவே z- தளத்தில் கற்பனை அச்சில் 21 மாற்றத்திற்கு 
exp z- ன் உருமாற்றங்களை ஆராய்ந்தால் போதும் என்பது தெளி 
வாகிறது . 


இப்பொழுது , y = yi ! y = y , என்ற கோடுகளுக்கிடையே 
உள்ள பரப்பானது W- தளத்தில் = : = . என்ற ஆரை 
களுக்கிடையிலுள்ள முடிவிலி ஆரமுள்ள ஆரைச் சிறையாக 
மாறும் . இதில் | y : -y : | < 27 ஆக இருக்க வேண்டும் . 
ஏனெனில் exp 2 என்பது 21 - ஐ ஆவர்த்தன ( காலவட்ட ) நேர 
மாகக் கொண்டது என்று பார்த்தோம் . | y , -y : | = T ஆனால் 
ஆரைச்சிறையானது பாதிதளமாகும் என்பது தெளிவு . 


இனிமேல் , x = x ; x = x , என்ற கோடுகளுக்கிடையில் உள்ள 
துண்டின் பரப்பானது P1 < | w | < P2 என்ற வளைவடிவமான 
( anpular ) பரப்பாக மாறுகிறது என்பது தெளிவு . 


கடைசியாக , exp z = exp 2 ஆகும் என்பதை நிரூபிப்போம் . 

exp ( x - iy ) 


expz 


-- 


ex [ cos ( -y) + isin ( -y ) ] 


= 


ex ( cosy - i sin y ) 


expz 


வரையறையையும் , பண்புகளையும் நினைவிற் 
கொண்டு அதை என எழுத முற்படுவோம் ! 


expz- யின் 


குறிப்பு 1 : சமன்பாடுகள் ( 1 ) -ல் இருந்து .. 


w = u + iv = 7 = x + iy 


= e * ( cos y + l sin y ) 


X 
u = e 


cos y : y = e 


sin y 


என அறிவோம் . 
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இப்பொழுது y- அச்சுக்கிணையான x = 1 என்ற கோடுகளின் 
பிம்பத்தைக் காண்போம் . 


\ u = 2 


yae siny 


cos y : V 


22 


= 


= e 


.. 4 + vº 
-ன் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு இவை ஆதியைப் பொது 
மையமாகக் கொண்ட வட்டங்களாகும் . 

குறிப்பு 2 : மெய்யச்சுக்கிணையான y = 1 என்ற கோடுகளின் 
பிம்பத்தைக் காண்போம் . 


use * cos H ; y = * sin 4 . 


- 


Y 


.. 


tan 


அதாவது u = tan . u 
ப.வின் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு , இவை ஆதி வழியே 
செல்லும் கோடுகளைக் குறிக்கும் என்பது தெளிவு . 


* 


2T 


y = 21 


3 


படம் 38 


குறிப்பு 

3 : சிறப்பாக w = e என்ற மாற்றத்தால் , 
y = 0 , y = 21 என்ற இணைகோடுகளுக்கிடையே உள்ள துண்டத்தின் 
பிம்பமானது ச - தளத்தின் முழுமையுமாகும் என்பதை நோக்குக . 


6-19B மடக்கைச்சார்பு : w = log z . 


z = r ( cos 0 + i sin 0 ) . 


F 


= r10 . 


ஃ. log z = log / + 10 . 


இதில்r > ) 





- 
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| 


மேலும் . 

10 

ஒரு திரும்புச் சார்பு எனப்பார்த்தோம் . 


.. log z = log r + i ( 0 = 2nr ) 


n = 0 , 1 , 2 ... 


ஆகவே log 2 ஒரு பல் மதிப்புடைய சார்பு . நாம் சாதாரண 
மாக , சார்புகளை ஒரே மதிப்புடையனவாகக் 

மதிப்புடையனவாகக் கொள்வோம் . 
இப்பொழுது -T < 8ST என்பதை ச - வின் முதல் மதிப்பாக 
( principal value ) கொண்டு அதற்கிசைய உள்ள log z- ஐ மடக்கை 
யின் முதல் மதிப்பாகக் கொள்வோம் . இனி log z என்றால் அதன் 
முதல் மதிப்பையே குறிப்பிடுவோம் . ஆகவே , 
log z = log r + 18 

[ r > 0 , - T < 0 < r ] 


என்னும் சார்பு ஆதியை விடுத்து மற்றப்புள்ளிகளில் எல்லாம் 
வரையறுக்கப்பட்டிருக்கிறது . மேலும் , 

, 


1 


du 


34 
dr 


= 


: 


= 0 ; 


dy 
ar 


= 0 . 


dy 
8 


1 


8 


என்பவைகள் தொடர்புடைச் சார்புகள் . இவை காஷி ரைமன் 
சமன்பாடுகளுக்கு இசைய உள்ளன . எனவே r > () , -T<< T 
என்ற அரங்கில் log z ஒரு பகுமுறைச் சார்பாகும் . இதன் 
வகைக்கெழுவை , 


d log z 

dz 


= exp ( - i ) . 


( 3* +13+ ) 


1 


= 


1 
r exp ( 18 ) 


11 


Z 


எனக் காண்கின்றோம் . 


இனி W = log z- ஆல் , W- தளத்தில் ஏற்படும் மாற்றங்களைக் 
காண்போம் . 


u + iy = W = log z = logr +18 


u = log r ; y = 0 . 


( i ) ஆதியை மையமாகக் கொண்ட வட்டங்கள் V- அச்சுக் 
கிணையான கோடுகள் ஆகின்றன . ஏனெனில் , 1 = k ஆனால் , 
M = log k - என்பது அச்சுக்கு இணை கோடு . 


: 
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( ii ) ஆதி வழிசெல்லும் கோடுகள் - அச்சுக்கிணையான 
கோடுகளாக மாறும் . ஏனெனில் , 

8 = a ஆனால் , y = & ஆகும் . 
v = 0 என்பது 1- அச்சுக்கு இணைகோடு . 


( iii ) 2 - தளமானது 27 அகலமுள்ள துண்டமாக மாறுகிறது . 
P ( r , 0 ) என்பது 2- தளத்திலுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாக 
இருக்கட்டும் . 0 ஆனது - T < 0 < T ஆக இருக்கும் . 
ஆனது - T < 8 S T ஆக இருக்க வேண்டும் . மேலும் -ன் 
மதிப்பு 0 < r < 0 ஆக இருக்கலாம் . . u = log r- ன் மதிப்பு 

< u < 0 ஆக இருக்கும் . ஆகவே W- தளத்தில் y = + T 
கோடுகளுக்கிடையே உள்ள 

Z- தளத்தின் 
பிம்பமாகும் . 


என்ற 


துண்டம் 


என 


குறிப்பு . - வை 8. < < 8. + 21 

இருக்கும்படி 
log z- ஐ வரையறுக்க இயலும் . இப்போது Z- தளத்தின் பிம்பம் 
r = 60 . y = 80 + 2T என்னும் கோடுகளுக்கிடையே உள்ள பகுதி 
யாகும் . ஒரு பல் மதிப்புடைய சார்பின் கிளை ஒரே மதிப்புடை 
யதாக இருக்கவேண்டும் . எனவே 60 எதுவாயினும் 80 < 8 < 80 + 2T 
ஒரு கிளையைக் குறிக்கும் . -T < 0 < T பிரதம கிளையாகும் . 


ஆதியிலும் , 0 = 1 என்ற மெய்யச்சின் குறைப் பகுதியில் உள்ள 
ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் log z - வரையறுக்கப்படவில்லை . இவை 
களைச் சிறப்புப் புள்ளிகள் என்போம் . இவற்றின் வரையறை கூறி 
வகைப் படுத்தும் முறையைப் பின்னர் காண்போம் . = r 
என்பதைக் கிளையிலுள்ள வெட்டு எனலாம் . ஏனெனில் இ . 
பிரதம கிளையை வறையறுக்கிறது . இவ்வாறு எல்லா வெட்டு 
களுக்கும் பொதுவான ஆதியைக் கிளைப்புள்ளி என்போம் . 


இனி , 

, மடக்கைச் சார்பும் அடுக்குக் குறிசார்பும் நேர் 
மாறானவை என்பதை நிரூபிப்போம் . 


exp ( log 2 ) = exp (log r + i8 ) 

= exp ( log r ) . exp ( 10 ) 


- 


18 
-te 


27 . 


. ( 1 ) 


log ( exp z ) = log ( ex . eir ) 

log ex + log eiy 
= x + iy = 7 . 


( 2) 
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( 1 ) , ( 2 ) என்ற சமன்பாடுகளில் 

z = / ( cos ( 8 + 2kT ) + isin ( 0 + 2kT ] ] 


என 


log z1 3 , 


... 


ஆரம்பித்தால் , இறுதியிலும் அதே * -ஐ 
கிடைக்கும் என்பது நோக்கற்பாலது . 
இறுதியாக , 
= log 2 , + log Zg 

(j ) 
log ( 21/22 ) = log z | - log z , 
log z " = n log z 

(iii ) 
என்ற வாய்ப்பாடுகளும் பொருத்தமானவை என்று குறிப்பிடு 
கிறோம் . ( i ) - ஐ மட்டும் நிரூபிப்போம் . 


log z 2 , = log ( 711 ) + i ( 01 +0 ) 

: logri + log r , + 18 , + i8, 
= logr + i0 , + logr , + 10 , 

log z i + log z .. 
இதில் ஒரு குறிப்பிட்ட கிளையிலிருந்து மடக்கை எடுக்கிறோம் . 
இல்லாவிடில் ஆனது 2kr அளவில் மாறுபடும் என்பதைக் 
கவனி . 


மாதிரி 1 : 


W - 


log 


ஆனால் . u = 0 , y = 0 


2+ ! 


என்பவை எவற்றின் பிம்பங்கள் எனக் கண்டுபிடி . 


( 


z - 1 
Z + 1 


ஆகவும் , w = log - ஆகவும் இருக்கட்டும் . 


t = 4 + in ஆனால் ,, 

{ + in = eu + iv = en . ( cos v + isin v ) 

= e cos v ; m = eu . sin v 
.. + = elu ; tap y = 2m 
.. u = 0 ஆனால் + n = 1 


( 1 ) 


O 


அதாவது 


|| = 1 


ஃ 


| | = 1 
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இது 1 , - 1 - ஐ இணைக்கும் கோட்டின் மையக்குத்துக் கோடு 


ஃ u = 0 என்பது , x = 0 என்பதில் பிம்பம் . 
மேலும் , V = 0 ஆனால் 7 = 0 ஆகும் 

( 1 ) -ஐப்பார் 
x + iy - 1 ( x - 1 + iy ) ( x + 1 - iy ) 
* + in = 
z + 1 x + iy + 1 

( x + 1 + y 
x + y - 1+ ? iy 

( 3 ) 
( x + 1 ) + y 


* 


என்ற 


ஃ . 1 = 0 ஆனால் , y = 0 
ஃ y = 0 என்பது , y = 0 என்பதின் பிம்பம் : 
கடைசியாக , y = mx 

கோட்டின் பிம்பத்தைக் 
காண்போம் . 
( 1 ) -ல் இருந்து P = ex ; p = y 

ஃ y = mx ஆனால் , ¢ = m log p 


P = 2 / m 


= 


11 


அதாவது P 

என்ற சுருளி ( spiral ) என்பது y = mx-ன் 
பிம்பமாகும் . 
( 2 ) , ( 3 ) -ல் இருந்து + n = en 

( x2-1 + y ) + 4y 
ஃ 

eau 
{ ( x + ) + y } 

( x - 1/2 + 2y ( x2 - 1 ) + y + 4y : 
ஃ . esu = 

{ { x + 1 )* + y ? 

} 
( x - 12 + 2y ( x + 1 ) + y + 

{ ( x + 13 + y } 
{ (3+ 1 ) + y } { ( x - 1J3 + y } 

{ ( x + 1 ) + y ) " 
( x - 1 ) + y 

( x + 1) 2 + y ) 
இப்பொழுது = C என்பது எதன் பிம்பம் ? 

( x - 1 ) + ya 
k = e2c = 

( x + 1 ) + y2 
1 + k ( x + 1 ) 2 + y + ( x - 1 ) ? + y 
ஃ 
1 - k 

( x + 1 " - ( x - 1 ) 


= 
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2 ( x + y +1 ) 

4x 


x - 10. 


* x + y ^ -2 (14 ) 

(14. ) 


1 + k 
இவ்வட்டத்தின் மையம் 

1 - k - 
- 

ஆனது x- அச்சில் 
உள்ளது . C- யின் வித்தியாசமான மதிப்புகளுக்கு இவ்வட்டங்கள் 
பொது அச்சுள்ள ( coaxlal ) வட்டங்களாகும் என்பது தெளிவு . 

E 

x + y - 1 
இதே விதமாக , tan y 

7 

2y 
என்பதில் இருந்து y = c ஆனால் , -யின் வித்தியாசமான 
மதிப்புகளுக்கு y - அச்சில் மையங்களைக் கொண்ட பொது அச்சுள்ள 
வட்டங்களைப் பெறலாம் என நிரூபி . 


6 • 20 . I w = sin z = sin ( x + iy ) 

u + i y = sin x coshy + icos I sinhy 
. v = sin x cosh y ; 

y = cos x sinhy . 
x = 1 / 2 என்பதன் பிம்பம் 1 அச்சில் 421 என்ற பகுதியாகும் . 
cosh ( -y ) = cosh y ஆனதால் , இம்மாற்றமானது x = 1 / 2 என்ற 
கோட்டின் மேல் பாகத்தை ( அல்லது அடி பாகத்தை ) மட்டும் 
எடுத்துக் கொண்டால் தான் 1-1 மாற்றமாகும் . 


D 


Al 


11 


F 


c 


E 


BB 


B 


A 


X 


- 1 


TA 


- | 


படம் 38 


இனி , y = 0 ஆனால் , = sins, y = 0 ஆகும் . : - அச்சின் முழு 
நீளமும் -1sus1 என மாற்றப்படுகிறது . இதை 1-1 மாற்ற 
மாக்குவதற்கு - 1/2 sxS / 2- ஐ மட்டும் எடுத்துக் கொள்ள 
லாம் . 


- 
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கடைகியாக x = 0 ஆனால் , u = 0 , y = siah y . .. y- அச்சின் 
பிம்பம் -- அச்சாகும் என்பது தெளிவு . 


II இப்பொழுது y = c ) -1 / 2sxs1 / 2 என்பதின் பிம்பம் 
என்ன ? என்று பார்ப்போம் . c > 0 ஆனால் , ஒரு மிகையெண் 
ணாகும் என்பதை நோக்குக . 


y 


+ 

1 என்ற நீள் வளையத்தின் 
cosh c sinhc 
மேல்பாதி கிடைக்கிறது . c < 0 ஆனால் நீள் வளையத்தின் கீழ்பாதி 
கிடைக்கும் . C எதுவாயினும் இதன் குவியங்கள் +1 ஆகும் . 


இதே விதமாக x = c ; -1/2 < c < 1/2 என்பதன் பிம்பம் 
y 

1 என்ற அதிபர வளையமாகும் . C > 0 
sin c cosas 
ஆனால் , u > 0 ஆகும் . ஃ அதிபர வளையத்தின் 

வலப்பகுதி 
கிடைக்கும் . c < 0 ஆயின் , அதிபர வளையத்தின் இடப்பகுதி 
கிடைக்கும் . இதன் குவியங்களும் + 1 ஆகும் . 

கடைசியாக . -TSXSTIk sysk , என்பதன் பிம்பத்தைப் 
பார்ப்போம் . 


ர 


14 


E 


Fy = kz 


E 


Q 


B 


u 


P 


Alc 


A 


P 


H = k c 


பிளவு 


F D 


O 
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x = + T என்ற இரு பக்கங்களும் u = 0 : v = -sinh y 
( k sysk , ) என மாற்றப்படுகின்றன . ஆகவே , ki > 0 ஆனால் இச் 
செவ்வகத்தின் பிம்பமானது இவ்விரு நீள் வளையங்களுக்கிடையே 
உள்ள பரப்பாகும் . இதில் y- அச்சின் கீழ்ப்பகுதியில் வெட்டு 
இருப்பதைக்கவனி . z- ஆனது APBCDQEFA வழியே செல்லும் 
போது 

W- ஆனது AP B C D O E F A வழியே செல்லும் 
என்பதைப் படத்தில் பார் . 


6 
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III z sin w என்ற மாற்றம் u == 7 / 2 , v = + X என்ற 
செவ்வகத்தை . இரு பிளவுகள் உள்ள ஒரு நீள் வளையமாக 
மாற்றுகிறது என நிரூபி . 


நிரூபணம் : 

z = sin w . 
.. x + iy = sin ( u + iv ) sin u cosh y + { cos u sinh y 
x = sin u cosh v ; y = cos u sinh v 
* 

ye 
. + 

= 1 ..... ( 1 ) 
cosh y 

sinha y 





B 


- 


WR 


Q 


5 


7 


IT 


A 


R 


-TA - 


TT 


B 
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( 1 ) ஆனது 

y- யின் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு பொதுக் 
குவியங்களுக்குள்ள நீள் வளையங்களாகும் ( confocal) . 

- 1/2 sus 1/2 ஆக இருக்கும் போது cosu > 0 . 

ஃ y = + A ( A ஒரு மிகையெண் ) ஆனால் y- உம் மிகையெண் 
ஆதல் வேண்டும் . : . x- ன்மதிப்பு - cosh A- வுக்கும் + cosbA 
-வுக்கும் இடையே இருக்கும் .. .. X- அச்சின் 

மேல் பகுதி 
யிலுள்ள நீள் வட்டப் பகுதி கிடைக்கிறது . 

இப்பொழுது u = -1 / 2 ஆனால் , y = 0 ; x = -cosh v ஆகும் . 
. - ஆனது - விலிருந்து ) ஆகி பின் - -ஆக மாறும் போது 
x- ஆனது - cosh A- விலிருந்து -1 - ஆகி பின் -coshA- ஆக 
மாறுகிறது . ( படத்தில் A - ல் இருந்து H- க்குப்போய் பின்னரும் 
A - க்கு வருகிறது . ) 

பின்பு y = --ஆக இருக்கும்போது , 7 - ஆனது நீள் 
வளையத்தின் கீழ்ப்பகுதியை வரைகிறது . 
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y = 0 / 


அடுத்து , u = 1 / 2 ஆனால் , 

x = cosh1- ஆகும் . 
ஃ . -ஆனது --- விலிருந்து 0 ஆகி பின் 2 - ஆக மாறும்போது 
X- ஆனது cosh -விலிருந்து 1 ஆகி 

1 ஆகி பின் cosh A- ஆகிறது . 
( அதாவது A-யிலிருந்து பி - க்குப் போய் பின்னரும் A- க்கு வருகிறது ) 

p . அதிகமாக ஆக , அச்சுகளின் நீளங்களும் அதிகமாகின்றன . 
எனவே செவ்வகத்தின் உட்புறமும் , நீள் வளையத்தின் உட்புறமும் 
இசைவானவையாக இருக்கவேண்டும் . 

2 
6.21 1. w = 

என்ற மாற்றமானது 2- தளத்தின் 
z + C 


7 - C 


( + ) 


எப்பகுதியை , ம - தளத்தின் மேல்பாதியாக மாற்றுகிறது எனக் 
கண்டுபிடி . ( c ஒரு மிகையெண் ) 


w + tv = 


x + iy - c2 
x + iy + c 


) 


( 
{ 


2 


( x - c + iy ) ( x + c - iy ) 
( x + c + iy ) ( x + c - iy ) 


} 


} 


x - 3 + y + 2iyc 2 

( x + c ) + y 
ஃ . ப 

(x + y - )" - 4cy ; = 4ye (x + y - C ) 
{ ( x + c ) + y } 

{ { x + c ++ y } 

( U 
w- தளத்தின் மேல் பகுதியில் 20 . 

y ( x + y - c ) > 0 
.. y > 0 ; x ^ + y * = cº > 0 

( 2 ) 
அல்லது , y < 0 : x + y2 - c < 0 . 


} 


... 


X 


- 


படம் 42 


p = 0 ஆனால் y - 0 அல்லது x + y - c3-0 . 
வகை ( i) y = 0 , ஆக இருக்கட்டும் . 
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இப்பொழுது = 


( x2 - ca 
( x + c ) 


( 


) 


x + c 


ஃ x = 0 ஆனால் , u = 0 

x = -C ஆனால் , u = 0 . 
எனவே , x- அச்சில் 2 ஆனது x = c யில் இருந்து x = -c க்குச் 
செல்லும் போது W ஆனது U- அச்சில் u = 0- ல் இருந்து 40 வரை 
செல்கிறது . அதாவது Z- தளத்தில் AOB- ன் பிம்பமானது . 
தளத்தில் 04 ஆகும் . 


வகை ( ii ) x3 + y = c ஆக இருக்கட்டும் . 

4cy 
. ( 1 ) -ல் இருந்து u = 

{ ( x + c ) + y } 
4c ( cs - x - ) 

4c " ( x - c ) 
i.e.u = 

{ ( x + c ) +2- x } } 4c ( x + c ) 


= 


l.e. u = 


x - c 
x + c 


ஃ . x = c ஆனால் , u = 0 ஆகும் . x = -c ஆனால் v = -0 
ஆகும் . 


என்ற 


அரை வளைவரையானது 


ஃ வட்டத்தின் BCA 
Ou - ன் பிம்பமாகும் . 


இனி ( 2 )-ல் இருந்து 7 - தளத்தில் 

( i ) x- அச்சுக்குக் கீழே உள்ள அரை வட்டப்பகுதியின் 
உட்புறமும் 


( II ) x- அச்சுக்கு மேலே உள்ள அரை வட்டத்தின் வெளிப் 
புறமும் W- தளத்தின் மேற்பகுதிக்கு இசைவாக உள்ளன என 
அறிகிறோம் . 


6.22 . w = 2z + z என்னும் மாற்றம் | z | = 1 என்ற 
வட்டத்தை W- தளத்தில் கார்டியாய்டு ஆக மாற்றுகிறது என 
நிரூபி . மேலும் , இவ்வட்டத்திலுள்ள சமகோண முக்கோணப் 
புள்ளிகளின் பிம்பப் புள்ளிகளில் கார்டியாய்டின் தொடுகோடுகள் 
இணைகோடுகள் என நிரூபி . 


... + ( 21/3 ) , 0+ (41/3 ) என்னும் புள்ளிகளில் 
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dy 
dx 


38 

3 ( 8 + 27 / 3 ) 
cot அல்லது 

cot 
21 

2 

3 ( 0 + 41 / 3 ) 
அல்லது - cot 

2 


7 


இவை மூன்றும் சமம் என்பது தெளிவு . ஃ இவற்றில் உள்ள 
தொடுகோடுகள் இணையாக இருக்கும் ... W- தளத்திலும் இவை 
இணையாக இருக்கும் . ( ஏன் ? ) 


a + b 


6.23 . w = 1 


w - * { ( a -bz+ 


+ } 


... a . என்பவை 


மெய்யானவை . 


ஃ u = 3 


{ {s -b)r + ( a+ 5 


cos o 


* w + iv = } {(a- b)r 

{ (e-bre " + + ..- " } 
w= = 
v= { ( a - dr- (a + b) } in a. 
} {(a- br + + } { 
{( a - br 





! 


( a + b ) 


} 


P 


= 1 


( 2 ) 


இப்பொழுது , [ z = r என்பது -ன் வெவ்வேறு மதிப்பு 
களுக்கு , ஒரே மைய வட்டங்களைக் குறிக்கும் . 

( 2 )-ல் இருந்து , இவற்றின் பிம்பங்கள் பொதுக் குவியங் 
களுள்ள ( confocal ) நீள்வளையங்கள் ஆகும் என்பது தெளிவு . 
இக்குவியங்கள் - V ( ag - b2 ) என்பதை எளிதில் காணலாம் . 

சமன்பாடுகள் ( 1 ) -ல் இருந்து r- ஐ நீக்க , 
u sec 0 - y ? cosec 31 = a - 52 


1 


y2 
( a ) - D ) cos ? 0 ( a - b2 ) sin 

( 3 ) 
( = (z + 1) 2 என்றும் , w = { - 1 என்றும் போடு . | z1 = 1 
ஆகையால் , z = 10 என்றும் , ( = pete என்றும் கொல்க . 

. 
18 


. 


! 
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1 


ப 


pale = [ id +1) 

( = 


( cos I + i sin +1 ) ! 


= ( 1 + cos 8 ) + 2 { 1 + cos 8 ) i sin - sin , 


= 1 + 2 cos 8 + cos - 8 - sin s + i2 ( 1 + cos I ) sin . 
= 2 cos 8 ( 1 + cos 8 ) + i 2 ( 1 + cos 8 ) sin a 


.... ( 2 





= 2 ( 1 + cos 8 ) 

cie 
ஃ = 0 ; p = 2 ( 1 + cos 7 ) 

( 1 ) 
... p = 2 ( 1 + cos p ) 
இது - தளத்தில் ஒரு கார்டியாய்டு . 

w = 7-1 என்னும் மாற்றத்தின் விளைவு இடப்பெயர்ச்சி 
மட்டுமே . ஆகையால் , W- தளத்திலும் இது ஒரு கார்டியாய்டு 
ஆகும் . 
இனி . | z | = 1 என்ற வட்டத்தில் உள்ள உச்சிப் புள்ளிகளை 
+ ( 27/3 ) 8+ ( 47/3 ) 

எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 
ஃ-தளத்தில் உள்ள ) கார்டியாய்டில் இசைவான புள்ளிகள் 


0 . 


என 


2 { 1 + cos ( 9 t kr / 3 ) } , 8 + km / 3 ... k = 0 , 1 , 2 . 


- 


இப்பொழுது , 

d ( r sin e ) 
dy 

de 
dx d ( r cos 9 ) 

da 


d { 2 ( 1 + cos I ) sin C } | d0 
d { 2 ( 1 + cos I ) cos 8 }| ds 

( 1 + cos I ) cos - Sin : 0 
sin 0 ( 1 + cos @ ) --- sin 8 cos 


1/ 


* 


cos 8 + cos 20 
sin 8 + sin 29 


H 


- cot ( 39/2 ) 


z- தளத்தில் ஆதிவழி செல்லும் கோடுகள் , W- தளத்தில் 
அதிபரவளையங்கள் ஆகின்றன . இவைகளும் 
+ Va - b " , ) என்ற பொதுக் குவியங்கள் உள்ளவை . 
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கடைசியாக , ஒரு சிறப்பு வகையை ஆராய்வோம் . 
( 2 )-ல் a - h = 1 = a + b என்று போடு . 


பு 


y 


+ 


1 


( 4 ) 


) 


1 (1 + :) 4 (r - } ) 
| z | -7 அல்லது ( z | - - என்ற வட்டத்தின் பிம்பம் 


( 4 ) -ல் உள்ள நீள் வட்டமாகும் . இப்போது , 1 ஆனது 1 - ஐ 


r + 

2 

ஆனது 

1 
ஐயும் அணுகுகிறது . ஆனால் , 7--0 ஆகும் போது 
எனவே நீள் வளையத்தின் இரு அச்சுகளும் - ஐ அணுகுகிறது 
எனலாம் . 


T 





... | z ) = 1 என்ற வட்டத்தின் உட்புறமும் , வெளிப் 
புறமும் - தளத்தின் முழுமைக்கும் இசைவாக இருக்கிறதென்றும் 
மெய்யச்சில் - 1 - ல் இருந்து +1 வரை பிளவு இருக்கிறதென்றும் 
காண்கிறோம் . [ z | = 1 என்ற வட்டத்தின் 

பிம்பமானது 
W- தளத்தில் உள்ள குறுகிய நீள்வட்டம் ஆகும் . இது மெய்யச்சில் 
உள்ள -1 , 1 என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் வெட்டு எனலாம் . 

குறிப்பு ! w = ( z + 1 / z ) / 2 ஆனால் 


* = ) 


( 1-1/z ) 


எனவே , இதன் சிறப்புப்புள்ளிகள் - 1 , 1 ஆகும் . 

( 1 + z ) - ( 1 - 73 ) 
6.24 . W = 

என்ற மாற்றமானது 
( I + z + i ( I - 7 ) 


| z | < 1,0 < வீச்சம் z < 1/3 என்னும் பகுதியை ( WI < 1 ஆக 
மாற்றுகிறது என நிரூபி . 


: 


நிரூபணம் : 
1+ 

w - i 
( = z = 

w = t ; W = 
1 

w + 
என்ற 4 அடுத்தடுத்த மாற்றங்கள் கொடுக்கப்பட்ட மாற்றத் 
திற்குச் சமம் என்பதை நோக்கு 5 , 
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1. ( = z 


z = re 9 ஆனால் ( = r3 138 
ஃ p = r3 ; ¢ = 30 
0 < வீச்சம் z < T / 3 : 0 < வீச்சம் ( < T 

z | = 1 : IC = 1 
.. 0 < வீச்சம் 7 < T / 3 ; | z | < 1 என்ற 

| z | < 1 என்ற ஆரைச்சிறை 
யானது ( wedge) . - தளத்தில் ITI = 1 என்ற மேல் அரைவட்டப் 
பகுதியாக மாறுகிறது . 


1+ 


t - 1 


II . t 


.. ( = 


+1 


1-77 = 1 - 


( 1-1 ) ( - ) 


(t + 1 ) ( t + 1 ) - (t - 1) (t - 1 ) 

| 1 + t ) - 


. 


2 ( t + t ) 
| 1 + t | 


4 R ( t ) 
| 1 + t | 


. 


| < 1 ஆனால் , R (I ) > 0 ஆகும் 


( 1 ) 


இப்பொழுது 1 ( g ) = ( - ) / 2i 

1 ) 
2i i 

t + 1 


- 


- } 


+1 


2 ( t -1 ) 
2i | 1 + t || 

2.I ( t ) 
| I + 1 || 


2 


I ( ) > 0 ஆனால் , I ( t ) > 0 ஆகும் 

- ( 2 ) 
-தளத்தின்மேல் அரைவட்டமான 11 என்பதில் 
I (C / > 0 ; It < 1 : ( 1 ) , ( 2 ) -ல் இருந்து R ( t } > 0 ; I (t) > 0 
ஆகும் . அதாவது , மேல் அரைவட்டப் பகுதிக்கு இசைவான 
பகுதி t- தளத்தின் முதல் ( மிகை ) காற்பகுதியாகும் . 
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III 


w = 1 


u + iv = ( p + ig ) " = p - ( + 2ipg 
.. u = p - q ; v == 2pg 
- தளத்தில் q = 0 ஆனால் , u = p ; v = 0 

... p ஆனது 0 -ல் இருந்து 1 வரையிலும் , பின் 1 - ல் இருந்து 
0 வரை செல்ல ; ! ஆனது 0 - ல் இருந்து வரையிலும் , பின் 1 - ல் 
இருந்து 0 வரை செல்கிறது . 


t- தளத்தில் = 0 ஆனால் , u = - : y = 0 

q ஆனது ஐ - ல் இருந்து 0 வரை செல்ல , u ஆனது -0 - ல் 
இருந்து 0 வரை செல்கிறது . 

மேலும் y = 2pq > 0 ( p > 0 , q > 0 
ஃ .. t- தளத்தின் முதல் காற்பகுதி , W- தளத்தின் மேற் 
பகுதியாக 1 ( w ) > 0 என மாற்றப்படுகிறது . 


IV கடைசியாக , N = 


w-+ i 


Vu + ( v - 1 ) 
Mus + ( v + 1 ) 


- ( 3 ) 


I w + 1 || 


w- ஆனது மெய்யச்சில் இருந்தால் y = 0 ஆகும் 


VT + 1 
ஃ WIL 

Vu + 1 
* W- தளத்தில் உள்ள U- அச்சின் பிம்பம் | WT = 1 என்ற 
வட்டமாகும் . 


சமன்பாடு ( 3 ) -ல் இருந்து v > 0 ஆனால் தான் ( v - 1 } " < ( v + 1 ) * 
என்றும் , ( W < 1 ஆகும் என்றும் தெரிகிறது . அதாவது 
W-தளத்தின் மேற்பகுதி IW | = 1 என்ற வட்டத்தின் உட்புற 
மாக மாற்றப்படுகிறது . 


எ 


ற 


4az cot e 
6.25 . w = 

0 < a < 14 . எ 
1 + 2 coria.z - z 
மாற்றத்தினால் , 2 - ஆனது | z = 1 என்ற வட்டத்தை ஒரு முறை 
சுற்ற , W- ஆனது 4a கோணத்தைத் தாங்கும் ஒரு வட்டவில்லை இரு 
முறை வரைகிறது என நிரூபி . 
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நிரூபணம் : 


1 + 2z cot a - 29 


4a cot a 


W 


1 


4a cot a 


+ 2 cota - Z = 


( 1 ) 


W 


18 
* . | z | = 1 ஆனதால் z = e என எழுதலாம் . 


VA 


YA 

e = 1 / 2 z- தளம் 


ய - தளம் 


1 


= T 


8 = 0 


24 


1-24 


> u 


Y 


e = 31 / 2 


படம் 43 


I 


4a cot a 


ஃ -18 


- 10 

+2 


cot a - 10 


Peip 


இதில் w = 


Peio 


. 


2 cot a - 2i sin e 


// 


4a cot a 

P 


( cos p - i sin p ) 


: 2 cot a 


4a cot a 

cos 
P 


( 2 ) 


2 sing = 


4a cot a 

P 


sino 


.. ( 3 ) 


sing 


. 


= tanp 


cot a 


( 
4 
) 


( 2 ) -ல் இருந்து P = 2a cosp 


( S ) 
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. | z | = 1 என்ற வட்டமானது , -- தளத்தில் p = 2acos - 
என்ற வட்டமாக மாறுகிறது . இனி ( 4 ) -ன் உதவியால் ச -வின் 
மாறுதல்கள் , ந - யில் ஏற்படுத்தும் விளைவுகளைக் காண்போம் . 


0 


0 


1/2 


T 


31/2 


2T 


- 


0 


o 


0 


0 


இதிலிருந்து , 8 ஆனது 0 - ல் இருந்து T ஆக மாறும்போது , 
* ஆனது 0 - ல் இருந்து a ஆகி , மீண்டும் 0 ஆகிறது என்றும் ; 
9 ஆனது T- ல் இருந்து 27 ஆக மாறும்போது , உ ஆனது 0 - ல் 
இருந்து a ஆகி , மீண்டும் 0 ஆகிறது என்றும் அறிகிறோம் . இந்த 
வில்லானது வட்ட மையத்தில் தாங்கும் கோணம் 48 ; 
(படத்தைப் பார்க்க ) . ஏனெனில் இதன் துருவமானது ஆதி 
என்றும் . இதன் தொடக்கக்கோடு ஆதி வழி 

வழி செல்லும் இவ் 
வட்டத்தின் விட்டம் என்றும் அறிவோம் . 


பயிற்சி 6 ( முதற்பாகம் ) 


1. 2 - தளத்தில் உள்ள கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை முறையே 
w- தளத்தில் உள்ள கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளாக மாற்றும் 
மோபியஸ் மாற்றம் எது ? 


விடை 


Z- தளப்புள்ளிகள் W- தளப்புள்ளிகள் 
1. 1 , -i , 2 

0.2 . - 1 . 


( 2z - 2 ) + ( z + iz - 2 ) 


2. 2 , i , -2 


1.i , -1 . 


( 3z + 2i ) + ( iz + 6 ) 


3. 0 , - , -1 i.1,0 . 


- ( z + 1) (z- 1 ) 


4. 0,1 , i 


1.0 . (1-3i ) / 5 . 


( 1 - Z )/ (2 + z ) 


5. 21 , 22 , 28 


0,1,0 


( z - Z ) (z , - Z ) / ( z - Z ( z - 2 ) 


6. i , -i , 1 


0,1.0 . 


( 1 - i ) ( z - I) (z - 1 ) 


1. -1 , 1,0 


( -1 , i , 1. ) 


( iz + i - 2 ) / ( iz + i + 2 ) 


- 1/2 


8. 0 0 , i , - ல .. 
9. 1 + i - i , 2-10,1 , i . 


(2z - 2-2i) / (iz - 2-3-5i ) 


10. -1,1,0 


- 


i ( iz + i - 2) (iz + + 2 ) 
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2 பின் வரும் மோபியஸ் மாற்றங்களால் மாறாப் புள்ளிகளைக் 
கண்டுபிடி : 


6z - 9 


( 
1 
) 


w 


2-1-1 
7 + 2 


( ii ) w = 


3 


( iii ) w = 


2z - 5 
z + 4 


( iv ) w = 


z - 1 
2 + 1 


விடை . ( i } -1 + i , -i ( ii ) 3 ( iii ) - 1 = 2i (iv ) + i . 

3. ஒரு மோபியஸ் மாற்றத்தின் மாறாப்புள்ளி z = 0 ஆனால் , 
அதை w = az | { z + d ) என எழுதலாம் என்றும் , அதன் அடுத்த 
மாறாப்புள்ளி z = 0 ஆயின் , அதை w = az என எழுதலாம் என்றும் 
நிரூபி . 

4. z = 0 , 1- ஐ w = 1 , 0 ஆகவும் , | z - 1 | = 1 என்ற 
வட்டத்தை | w | = 1 என்ற வட்டமாகவும் மாற்றும் மோபியஸ் 
மாற்றம் எது ? 

விடை . ( 1-2z ) | ( 1 + z ). 


e " .z - i 
5. W 

( a ஒரு மெய்யெண் ) என்ற 
a 

z - ie 
மாற்றத்தால் y = 0 என்ற கோடானது . ( cosh a , 0 ) -ஐ மைய 
மாகவும் , sinh & .ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட வட்டமாக மாறுகிறது 
என நிரூபி . 

1 + iz 
6. w = 

என்ற மாற்றமானது z = -1 . 
i + z | 

z = 1 
என்பவைகளுக்கு கிடையில் உள்ள மெய்யச்சை W- தளத்தில் அரை 
வட்டமாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 

r ( z - a ) 
7. w = 
12 - dz 

என்ற மாற்றமானது , [ z | = 1 என்ற 


வட்டத்தை | w | = 1 என்ற வட்டமாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 
| a | < ஆனால் , z | < r ஆனது | w | < 1 ஆக மாறுகிறது 
என நிரூபி . 

z - a 
8 . 

= A ; வீச்சம் 
z - b 

9 


( 1-2 ) 


என்ற வளைவரைகள் ( A , G- வின் 

( A , 9 - வின் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு ) 
ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்கின்றன என 
நிரூபி . 
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9. பின் வரும் மாற்றங்களினால் கீழே கொடுக்கப்பட்ட 
பகுதிகள் எவ்வாறு மாறுகின்றன ? 


மாற்றம் W = f (s ) 


விடை 


கொடுக்கப்பட்ட 
Z- தளத்தின் பகுதி 


1. i ( 1 + z ) 


x > 0 


v > 0 . 


2. 1 + iz 


x > 0 ; 0 < y < 2 . 


--1 < u < l ; v > 0 . 


48–2 : y = 2 . 
tua2 ; y = -2 . 


3. 29 

x - y = - 2 ; xy = 1 ; 

x - y : = 2 ; xy = -1 . 
4. 1 / z 

0 < y < 1 / 2c 
5. ilz 

x 50 ; \ sys1 
6. ( z - 1 ) / ( z + 1 ) 

0sx < I 


u + [ v + c ) " > c ! v < 0 . 
0spsr / 2 , Pzcosp . 

w | = 1 . 


7. ( i - z ) / { i + z ) 


( j ) 
( ii ) 


| z | < 1 

y20 


( i ) u > 0 . 
(ii ) |ws1. 


8. i ( 1 - z ) / ( 1 + z ) 


| z | s1 


v = 0 . 


9. z + ( l / z ) 


| z = 1 


--2sus 2 ; v = 0 . 


10. sinz 


OSxST / 2 ; y > 0 


v > 0 . 


11. (sin z) -1 / 2sxST/ 2; y20 


என்ற 


முதல் காற் பகுதியில் 
u = y , v = 0 
கோடுகளின் 
இடையே உள்ள பகுதி 
| w - 1// w + 1 = k . 


12. Nz 


| 2-1 / = c 


13. (iz + 1 ) / ( z + i ) 


| z | s1 


vs0 . 


14. ( z + 3 ) / ( z - 4 ) 


x + y = 4x 


4u + 3 = 0 . 


1 + z 


15. I log 


| z < 1 


--1 / 4 < v < 1/4 . 


10 . w = (z - i)/( z + i ) என்ற மாற்றத்தால் ( i ) | z + i Sr 
என்ற பகுதி | w - 1 | 22/ r என்ற பகுதிக்கு இசைவாகவும் 
(ii ) | z + i | < 2 ; x > 0 , y > 0 என்ற பகுதியானது . மெய்யச்சின் 
கீழ்ப்பாதியான Ou , | w - 1 | = 1 . Iw = 1 ஆகியவற்றால் 
அடைபட்ட பகுதிக்கு இசைவாகவும் உள்ளது என நிரூபி . 


-| 
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என்ற 


11. w = k ( z - b ) | [ z - a ) ... ( k ஒரு மெய்யென் ) 
மாற்றமானது 2 - தளத்தில் 3 வட்டவில்களால் அடைபட்ட 
பகுதியை - தளத்தில் ஒரு முக்கோணமாக மாற்றும் என நிரூபி . 


12 . | z = 1 என்ற வட்டத்தின் வெளிப்புறத்தை 20 என 
மாற்றும் மோபியஸ் மாற்றத்தை , 1 = 1 , -i , -1 ஆகியவை 
w = i , 0 , -i என மாறும் வண்ணம் கண்டுபிடி . ( i ) வீச்சம் ( z ) = a ; 
| z | > 1 என்ற கோடுகளின் பிம்பங்களையும் ( ii ) } z } = r , r > 1 
என்ற பொதுமைய வட்டங்களின் பிம்பங்களையும் கண்டுபிடி , 
விடை . (z + i) ( - i) : மூ + - 1 + Av = 0 ; w + 1 = W - 1 


13 . | z - Z = r1 என்ற வட்டம் z - z . , என்ற 
வட்டத்தின் உட்புறம் உள்ளது 71 # 1 ,. 1 = a , z = 6 என்பவை 
இவ்வட்டங்களால் நிர்ணயிக்கப்பட்ட பொது அச்சுள்ள வட்டங் 
களின் எல்லைப் புள்ளிகளானால் , w = k { z - b ) ) { z - a ) என்ற மாற்ற 
மானது இந்தப் பொது அச்சு வட்டங்களை ஆதியை மையமாகக் 
கொண்ட பொது மைய வட்டங்களாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 
( k ஒரு மெய்யெண் ) 


என்ற 


i ( z + ic ) - ( z - ic ) . 
14 . 

மாற்றமானது 
( z + ic ) + ( Z - ic ) 
| z / = 1 என்ற ( y- அச்சுக்கு ) வலப்புறமுள்ள 

அரை வட்ட 
பகுதியை w = 1 என்ற வட்டத்தின் உட்புறமாக மாற்றுகிறது 
என நிரூபி . 


15. w = log {{z - I) ( z +1 ) } என்ற மாற்றம் தரப்பட்டுள்ளது . 
w-தளத்தில் உள்ள ( C , -யின் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு ) w = c : 
v = d என்ற இணைக்கோடுகள் z- தளத்தில் உள்ள பொது அச்சுள்ள 
( coaxial ) வட்டங்களின் பிம்பங்களாகும் என நிரூபி . 


2 


16 , w ( z + i } = 1 என்ற மாற்றமானது , 2 - தளத்திலுள்ள 
என்ற வட்டத்தின் உட்புறத்தை , 

9 - தளத்தில் 
1 

= 2 ( 1 -- cos ) என்ற பரவளையத்தின் வெளிப்புறமாக 
P 
மாற்றுகிறது என நிரூபி . 
17. c என்பது ஒரு மெய்யெண் . பின்வரும் மாற்றங்கள் 

2 + c 
( i ) w = 

z - ic 
( ii ) w = 

z + ic 
I - தளத்தின் எப்பகுதியை - தளத்தின் மேல் பாதியாக மாற்று 
கின்றன ? ( 2 = c- ன் ( i ) மேல் ( ii ) வலது பகுதி . 


( 


) 
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18. | z + vz - c / + | z - Nz - c | = [ z + c ) 

+ / z - c | 
என நிரூபி . z + 2wz cos A + w = 1 ஆனால் , 7 - ஆனது குவியப் 
புள்ளிகளைக் கிளைப்புள்ளிகளாகக் கொண்ட நீள் வட்டத்தை 
வரையும் போது , W- ஆனது குவியப் புள்ளிகளைக் கிளைப்புள்ளி 
களாகக் கொண்ட நீள் வட்டத்தை வரையும் என நிரூபி . 


W = 


( E + + 1 ) 


) 


z + i 
19 . 

என்ற மாற்றமானது , 

z - i 
Z- தளத்தின் மெய்யச்சை , W- தளத்தில் = 2 + 2 cos ) என்ற 
கார்டியாய்டு ஆக மாற்றுகிறது என நிரூபி . கார்டியாய்டின் 
உட்புறம் 2 - தளத்தின் கீழ் பாதிக்கு இசைவானது என்றும் நிரூபி . 

2a / mi 

1 + w 
20 . 

என்ற மாற்றமானது . / w = 1 

l - w 
என்ற வட்டத்தின் உட்புறத்தை (1-1 - ஐ மையமாகக் கொண்ட 
இரு . சிறு அரை வட்டப் பிளவுகள் நீங்கலாக ) z- தளத்தில் ce " , 
ce - a- ஐ ஆரங்களாகக் கொண்ட வட்டங்களுக்கிடையே உள்ள 
பகுதியாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . இப்பொழுது . - தளத்தில் 
உள்ள ஒரே பிளவு மெய்யச்சில் முதல் காற்பகுதியில் இருக்கும் 
என்றும் நிரூபி . 
21 , w = i cosh TVz என்ற மாற்றமானது , y = 4c * ( x + c ) 

2c 
என்ற பரவளையத்தின் உட்புறத்தை W. தளத்தின் மேல் பாதியாக 
மாற்றுகிறது என நிரூபி . 
22. ( i ) w = tanh 

z என்ற மாற்றமானது x = மாறிலி , 
y = மாறிலி என்ற கோடுகளைப் பொது அச்சுள்ள வட்டங்களாக 
மாற்றுகிறது என நிரூபி . 

( ii ) w = tanh - 1z என்ற மாற்றமானது 2 - தளத்தின் 
மேல் பாதியை 0 < v < 1/2 ஆக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 

23. w = 1 + e என்ற மாற்றமானது , x = மாறிலி என்ற 
கோடுகளைப் பொதுக் குவியமுள்ள லெம்னிஸ்கேட்டுகளாக 
மாற்றுகிறது என நிரூபி . 


2 -- C 


24. - ஒரு மெய்யெண் . 

= i eiw என்ற மாற்றமானது 

z + C 
v = -o , v = o , u = 0 , u = 7 என்ற துண்டத்தை | 1 | sc என்ற 
வட்டமாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 
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25. W- தளத்திலுள்ள y = 0 , v = o.u - T . ப -ா என்ற 
துண்டினுடைய பிம்பத்தை iw = log 

1 என்ற மாற்றத் 
தால் பெறும் 

பெறும் போது Z - தளத்தில் r = 2a ( 1 + cos I ) என்ற 
கார்டியாய்டு கிடைக்கிறது என நிரூபி . இப்பொழுது ( cusp ) 
பிறை முனையில் இருந்து x = a வரை ஒரு பிளவு உண்டெனவும் 
நிரூபி . 

26. w3 = ( z - a ) ( z ~ 3 ) என்ற மாற்றத்தின் வகைக்கெழு 
பூச்சியப் புள்ளிகள் ( critical points) z = a , P. ( a + 9 ) / 2 ; 
w = 0 , + i ( a - B ) / 2 என நிரூபி . 


27 . | z | = 1 , -1/2 5 வீச்சம் 2 S1 / 2 என்ற அரை 

4 | 
வட்டத்தின் பிம்பத்தை W = 

( z + 1 ) என்ற மாற்றம் 

மூலம் 
பெற்றால் , பிம்ப வில்லின் நீளம் 202 + 2 log ( i + V2 ) என நிரூபி . ) 


az + b 


28. w = 

என்ற மாற்றத்தால் | z = 1 என்ற 
வட்டத்தின் பிம்பம் மற்றோர் வட்டமாகும் . [ c = 1 ஆனால் 
இப்பிம்பம் ஒரு நேர்கோடாகும் . 


29. Z 


2 = 


w + 1 

( ) என்ற மாற்றத்தினால் 2- தளத்திலுள்ள 
y- அச்சின் பிம்பமானது ( w + i / = 2 , Tw - i / = VI என்ற 
வட்டங்களாகும் என நிரூபி . 


| 


30. | z - 1 | = v2 , | z + 1 } = / 2 என்ற வட்டங்களின் சிறு 
வில்களால் ஆதியைச் சுற்றியுள்ள பகுதியை w = 2z | ( 1 - z ) என்ற 
மாற்றமானது | w | < 1 ஆக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 


31 . 

Tz ] a 
W = 2 என் 

ற மாற்றமானது , w- தளத்திலுள்ள 
சமகோணச் சுருளியை ( equiangular spiral ) , z- தளத்தில் உள்ள 
நேர்கோடாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 


32. a , 


b என்பவை மெய்யெண்கள் . 
( a - b ) we - 2wz + a + b = 0 என்ற மாற்றத்தால் , w- தளத்தில் 
உள்ள ஆதிமைய வட்டங்கள் , ஆதிவழி செல்லும் கோடுகள் 
ஆகியவை முறையே பொது அச்சுள்ள நீள் , அதிபர வளையங்களாக 
மாறுகின்றன என நிரூபி . 
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33. ( = Vz , t - sin (1/2 ) , w = ( t - 1 )/( t + 1 ) என்பவை 

- 
sin ( TVz/ 2 ) -1 
களாலான w = 

என்ற மாற்றமானது , 7 - தளத்தி 
sin ( TVz| 2 ) +1 
லுள்ள 2 / ( 1 + cos 8 ) = r என்ற பரவளையத்தின் உட்புறத்தை 
| w | = 1 என மாற்றுகிறது என்று நிரூபி . இதில் 7 = 0 - ல் 
இருந்து -ஐ வரை பிளவு உண்டென்றும் , w = 0- ல் இருந்து 
1 வரை பிளவு உண்டென்றும் நிரூபி . 
34 . W = COS Z என்ற மாற்றமானது 

0 < x < T என்ற 
துண்டத்தை W- தளத்தின் முழுமையாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 
இதில் W- தள மெய்யச்சில் -0 - ல் இருந்து -1 வரையிலும் , 
பின்னர் 1 - ல் இருந்து வரையிலும் பிளவு உண்டு என நிரூபி . 

z + a 
35 . 을 
+ 

மாற்றமானது 
2 z + a 
பொது அச்சுள்ள வட்டங்களப் பொதுக் குவியமுள்ள நீள் 
( அதிபர ) வளையங்களாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 


C 


z - a 


W = 


) 


என்ற 


Z - d 


2 


| ( z - a) / ( z + a ) | = 3 என்ற வட்டத்தின் உட்புறத்திற்கு 

16u 16 
இசைந்த பகுதி 

= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் 
25c2 
வெளிப்புறம் என நிரூபி , 


+ 


9c 


1 


36 . 


w = 


( 2+ 3 ) 


என்ற மாற்றமானது , 


| z | S1 என்ற வட்டத்தின் மேல்பாதியை - தளத்தின் மேல் 
பாதியாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . இதில் 

நிரூபி . இதில் எப்புள்ளிகளில் 
உருப்பெருக்க அளவு 1/2 ஆக உள்ளது ? எப்புள்ளிகளில் சுழற்சி 
யானது + « / 2 ஆக உள்ளது ? 3 | z | * = 1 என்ற அரை 
வட்டத்தின் உட்பகுதியில் எல்லாப் புள்ளிகளிலும் உருப்பெருக்கம் 
1 - ஐ விட அதிகமானது என நிரூபி . 


37. w = z + 1 / z என்ற மாற்றமானது ( i ) | z | = 1 

| z | = 1 என்ற 
மேல் அரை வட்டத்தின் உட்பகுதியை - தளத்தின் கீழ்ப்பகுதியாக 
மாற்றுகிறது என நிரூபி . (ii ) 

( ii ) | z | = 1 , | z | = k ( > 1 ) என்ற 
மேல் அரை வட்டங்களுக்கிடையே உள்ள பகுதி W - தளத்தின் மேல் 
பாதியிலுள்ள 
ku 

2 
+ 

= 1 
k +1 

k - 1 
என்ற நீள்வளையத்தின் பாதியாக மாறுகிறதென நிரூபி . 
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38. | z - 2 ! + [ z + 2 | = 100 / 7 என்ற நீள்வளையத்தின் 
வெளிப்புறத்தை | w | 51 என மாற்றும் உருமாற்றம் எது ? 


விடை . 1 


* 


W 

+ 
7 


39. 1 , 2 , 1 + i , 2 + i என்பவைகளை உச்சிப் புள்ளிகளாகக் 
கொண்ட சதுரத்தின் பிம்பங்களை 


( i) w = 2z + 5-3 ( ii ) w = z ( iii) = sin Tz என்ற உருமாற்றங் 
களில் கண்டுபிடி . ஒவ்வொரு மாற்றத்தின் பின்னும் கோணங்கள் 
மாறவில்லை என்பதைச் சரிபார் . 


40. பின் வரும் மாற்றங்களை w = f { z , z ) என எழுதுக : 
( i ) u = 4x -8y ; r = 8x - 4y 
விடை . w = ( I + i ) ( 2+ + 2 ) 
(fi ) u = x3 -3xy ; v = 3xy - y 


விடை . w = z3 


6 • 26 . சுவார்ட்ஸ் கிறிஸ்டோஃபல் உருமாற்றம் 


w = f ( x ) = 


Z 


--ki 
(t - X ) 


A 


) 


-k , 


(t- x2 ) 


-k 
(t - x . - 1 ) 


dt + B ... ( 1 ) 


20 
என்பது சுவார்ட்ஸ் கிறிஸ்டோஃபல் உருமாற்றம் ஆகும் . இதில் 
A , B என்பவைகள் கலப்பெண் மாறிலிகள் ஆகும் . மேலும் 
1 ( 3. ) 2 0 ஆகும் . x , x2 , ... xx - i ; ki , ka , .... என்ற 
மெய்யெண்கள் 


k . - 1 


x : < x , < ... < xn - 1 < xn ( = 0 ) 


-1k1 


r = 1 , 2 , -- , -1 


( 3 ) 


என்பதற்கிணங்க இருக்கும் . இம்மாற்றத்தினால் 1. 32 
x , -1 . 0 என்ற புள்ளிகள் w . , w , ... w .. என்ற பல கோணத்தின் 
உச்சிப்புள்ளிகளாக மாறும் . மேலும் இப்பல கோணத்தின் 
உட்புறம் , 2 - தளத்தின் மேல் பாதிக்கு இசைவாக இருக்கும் . 
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6-27 . f ( - D ) = ஆகவும் . f ( z ) ஆனது தொடர்புடைச் 
சார்பாகவும் இருந்தால் , 2 ஆனது x- அச்சில் -ஐ - யிலிருந்து , +0 
வரை செல்ல W ஆனது w . W. W. , என்ற பல கோணத்தை 
வரையும் . 


(z - x .- ) - k -1 


f ( z ) = A ( z - x ) -k : (z - x )-k, 

( 4 ) 
... வீச்சம் ( z ) = வீச்சம் A - k , வீச்சம் ( z - X ) 

-k , வீச்சம் ( z - k , ) - ... - k ..- வீச்சம் ( z - in - 1 ) ... (5 ) 
இப்பொழுது , x- அச்சின் வழியாக 2 செல்கிறது . எனவே 
அதன் தொடுகோட்டின் வீச்சம் = 0 . அதன் அலகு தொடுகோட்டு 
வெக்டர் : ஆனால் வீச்சம் 1 = 0 . 


இனி T என்பது - வளைகோட்டின் அலகு தொடுகோடானால் 


( 6 ) 


வீச்சம் T = வீச்சம் + வீச்சம் ( 2. ) 
என அறிவோம் . ஆனால் வீச்சம் t = 0 


ஃ 


வீச்சம் T = வீச்சம் f ( z . ) 


( 6) 


. 


ய 


1 


T 


- 2 


NN 


W2 


/ 


> u 


to 22T, 


Tn - 1 


படம் 44 . 


. 


இப்பொழுது z = x ஆகவும் , x < xy ஆகவும் இருந்தால் 
வீச்சம் z - x = வீச்சம் 2 - x2 = 

= வீச்சம் z - xm - 1 = T. 
ஆனால் * < x < x2 ஆகவும் , 1 = x ஆகவும் இருந்தால் 
வீச்சம் z - x = 0 ஆகவும் , மற்ற வீச்சங்கள் 1 ஆகவும் இருக்கும் . 

7 ஆனது X - ஐக் கடக்கும் போது f ( z ) - ன் வீச்சத்தின் மதிப்பு 
k T அளவு திடீரென அதிகரிக்கிறது . 


, 
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பின்பு 2 ஆனது 11 - ல் இருந்து x , - வுக்குப் போகும் போது , 
f ( 2 . ) - ன் வீச்சத்தில் மாற்றமே இல்லை . W ஆனது Wi Wa 
என்ற நேர்கோட்டை வரைகிறது . கடைசியாக , W- ல் அதன் 
வீச்சம் k , அளவு திடீரென மாறும் . ஆனால் f ( z ) தொடர்புடைச் 
சார்பாதலின் ,-ன் பிம்பம் w என்ற உச்சிப்புள்ளி ஆகும் . 


6:28 . W. Wi- ஐ இணைக்கும் கோட்டை L ) என்றும் ; wi . W2- ஐ 
இணைக்கும் கோட்டை 1 , என்றும் ; wr - I wr- ஐ இணைக்கும் 
கோட்டை L , என்றும் சொல்வோம் . +1 என்பது .. 

என்பது .. +1 
என்னும் கோடுகளுக்கிடையே உள்ள 

கோணம் 
ஆனால் , r + 1 = 

= k . T ஆகும் . 
4 , என்பது L என்ற கோடு u அச்சுடன் உண்டாக்கும் 
கோணம் ஆனால் 
P , 7 + 1 = Pr + 1 - 

- 
[ வீச்சம் A- ( k + 1 + k + 2 + .. 

+ ... + k . - 1 ) ] 


- [ வீச்சம் A- ( k , + k + 1 + - + ka- 1) ] 


kr 70 


O 


குறிப்பு 11 Pr , r + 1 என்பது 1 , L + 1 என்ற கோடுகளுக் 
கிடையே உள்ள , பல கோணத்தின் வெளிப்புற கோணமாகும் . 
ஆனால் வெளிப்புற கோணங்களின் கூடுதல் 2 நேர்கோணம் . 

ஃ.1,2+ ? 243 + .. + pn - 1 } n + Pro = 27 . 
pm என்பது ம . - ல் உள்ள வெளிப்புற கோணம் என்பது தெளிவு . 
... pm 

= T [ 2- ( k , + k , + + kn - j ] ] 

kn T என வரையறை செய்வோம் . 
எனவே , ki = 2- ( ki + k , + 

2 - ( ki + k , + ... + ka - 1 ) 
அல்லது k + k , + .. + ka = 2 . 

குறிப்பு : 2 w + o = 0 ஆனால் ww - 1- ஐ W , உடன் இணைக்கும் 
கோட்டில் Wo இருக்க வேண்டும் . அதாவது , 

w- உம் 
கோணத்தின் Ln 1 - ன் ஒரு பகுதியில் தான் இருக்க வேண்டும் . 

ப் பலகோணத்தின் உச்சிப்புள்ளிகள் ( n - 1 ) தான் . 
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குறிப்பு : 3. வெளிப்புறக் கோணத்தை -T- க்கும் , T- க்கும் 
இடையே உள்ளவாறு கணிக்கலாம் . எனவே -1 <k1 என்ற 
நிபந்தனையின் விளக்கம் காண்க . 


குறிப்பு : 4. பலகோணத்தின் உட்கோணங்கள் .... கே 
ஆனால் 

( r - a ) + ( r - a ) + + ( r - an ) = 20 


T - 1 


T - 2 


+ 


T - an 
+ .... + 

- 2 


T 


T 


k ; = ( T - ar ) / T ஆகும் . 


a , + pr + 1 = ar + k T 


= ar + 


( T - an ) 

T = T 
T 


என்பதைக் கவனி . 


6 • 29 . இனி , பலகோணத்தின் உட்புறத்தை அலகு வட்ட 
மாக மாற்ற இயலும் என்றும் , அலகு வட்டத்தை 7- தளத்தின் 
மேல்பகுதியாக மாற்ற முடியும் என்றும் நிரூபித்தால் போது 
மானது . 


முதலாவது , z- தளத்திலுள்ள C என்ற அலகு வட்டத்தை 
W- தளத்திலுள்ள P என்ற பலகோணமாக w = f ( z ) மாற்றுகிறது 
என நிரூபிப்போம் . 


இதற்கு , P- யின் உட்பகு தியான D- யில் உள்ள a ஆனது 
C- யினுள் உள்ள ஒரே ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி ao- க்கு இணங்க 
இருக்கும் என நிரூபிப்போம் . அதாவது f ( aa ) = a என்பதற் 
கிசைய ஒரே ஒரு புள்ளி . , தான் இருக்கும் என நிரூபிப்போம் . 

a ஆனது P- யின் உட்புறம் உள்ளது . காஷியின் தொகை 
யீட்டு விதிப்படி 


dw 


1 
21i 


S 


W - a 
P 


f ( z ) - a ஆனதால் 


மேலும் , w - a 
1 

f ( z ) dz 
21i 

f ( z ) -a 


s ( 2 


1 


) 


19 
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ஆனால் f ( z ) -a ஆனது C- யினுள் பகுமுறைச் சார்பாகும் . 
ஃ வீச்சத் தேற்றத்தின்படி { f ( z ) -a } -க்கு ஒரே ஒரு பூச்சியம் 
தான் உண்டு . அதை , எனக் கொண்டால் f ( ad ) = a ஆகும் . 


6-30 . கடைசியாக , W- ல் உள்ள அலகு வட்டத்தை மேல் 
பாதி 2 - தளமாக மாற்றுவது எங்ஙனம் எனப் பார்ப்போம் . 

z , z ) என்பவை 2 தளத்தின் மேல்பாதியில் இருக்கட்டும் , 


i0 


z - Z0 
| z - Z0 


} 


என்ற உருமாற்றத்தைக் கவனி . 


| * | = | " ( = ) | 


zo | z - Zo / 


z - Z0 
z - 20 


| 
z 
- 
ZI 


2 , 2 , என்பவை மேல் தளத்தில் 
இருப்பதால் z - zo | < z - 20 | 
ஆக இருக்க வேண்டும் . 


. 


|ws1 


Zo 


படம் 45 


அதாவது , 2- தளத்தின் மேல்பாதி , W- தளத்தின் அலகு வட்ட 
மாக மாறுகிறது . 


6-31 . ஆகவே , சுவார்ட்ஸ் கிறிஸ்டோஃபல் மாற்றம் 
தொடர்ச்சியுள்ளதென்றும் கோணம் மாறா உருமாற்றம் என்றும் 
பார்த்தோம் . x , x2 , ... , x . புள்ளிகளில் மட்டும் கோணங்கள் 
திடீரென மாறுவதைக் கவனி .. பல கோணத்தின் பக்கங்கள் 
ஒன்றையொன்று குறுக்கிடாவிட்டால் இது அடைத்த 
கோணமாக இருக்கும் என்பது தெளிவு , 2 ஆனது x- அச்சில் 
செல்ல , W- ஆனது பலகோணத்தின் வழிச் செல்லும் . 

P என்ற பலகோணம் கொடுக்கப்பட்டால் , அதை x- அச்சாக 
மாற்ற எத்தனை மாறிலிகளை நாம் கண்டுபிடிக்க வேண்டும் ? 

A ஆனது பலகோணத்தின் உருவத்தைப் பெருக்கும் என்றும் , 
B இடப்பெயர்ச்சிக்குக் காரணமாயிருக்கும் என்றும் அறிவோம் . 
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ஆகவே 20 = 0 , A = 1 . B = 0 என்று போட்டால் கிடைக்கும் பல 
கோணமான P ஆனது கொடுக்கப்பட்ட பல கோணமான P- க்கு 
வடிவொத்ததாக இருக்கும் என்பது தெளிவு . 

ki , k ,, .... kn என்ற அடுக்குக் குறிகள் பலகோணத்தின் உட் 
கோணங்களான 1 , & , ...... -ஐப் பொறுத்து இருக்கும் என்று 
பார்த்தோம் . 

கடைசியாக , x 1. x , ...... xn - 1- ஐக் கண்டுபிடிப்பது எங்ஙனம் ? 

x- அச்சின் பிம்பம் P- க்கு வடிவொத்த P ஆனால் , P- ன் ( n - 2 ) 
பக்கங்களின் விகிதம் P- ன் பக்கங்களின் விகிதத்திற்கு இசைய 
இருக்க வேண்டும் . இதற்கு x , x ,, .... 3-1 என்ற n - 1 மாறிலி 
களைக் கொண்டு ( n - 3 ) சமன்பாடுகள் தேவைப்படும் . ஆகவே . 
x1 , ....xn- | என்பவற்றில் ஏதாவது இரண்டினை நம் விருப்பப்படி 
எடுத்துக் கொள்ளலாம் . 


குறிப்பு : x , ஆக முடிவிலியை விடுத்து ஒரு முடிவுள்ள ( inite ) 
புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டால் நம் விருப்பப்படி ஏதேனும் 
மூன்று புள்ளிகளை எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 


6.32 w- தளத்தில் ஆதியில் u- அச்சுடன் 1/6 கோணத்தை 
உண்டாக்கும் ஆரைச் சிறையை z- தளத்தில் மேல்பாதியாக 
மாற்றுக . 


W- தளத்தில் ஆதி என்ற ஒரே ஒரு உச்சிப் புள்ளிதான் உண்டு 
என்றும் , அதன் உட்கோணம் 1/6 என்றும் நோக்குக . 

இந்த உச்சிப்புள்ளியை , x - அச்சில் நாம் விரும்பும் புள்ளியாக 
மாற்றலாம் . அதை x = a எனக் கொள்வோம் . 
dw 

-ki 
= A ( z- a ) 
dz 

T - 16 
ஆனால் k , 

5/6 


T 


/ 


T. 


T 


5/6 


.. 


dw 
dz 


= A ( z - a ) 


ஃ . 


16 
A ( z - a ) 

1 
6 


+ B 


... B = 0 . 


z = a ஆனால் w = 0 . 
20 
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மேலும் , w = 1 என்பது z = a + 1 ஆக மாறுகிறது எனக் 
கொண்டால் , 


1 = 6AX11 / 6 


ஃ 


6A = 1 . 


. 


(z - a )1/6 


ஃ . w = 

என்பது தேவையான உருமாற்றமாகும் . 
6.33 . W- தளத்தின் மேல்பகுதியில் = 1 / 2 - க்கு இடையே 
உள்ள பகுதியை 2 - தளத்தின் மேல்பாதியாக மாற்றுக . 


V 


. 


Bel 


C 


D 


B : y c 


D T 


படம் 46 


w- தளத்தில் உள்ள பகுதியை , ஐ - ல் உச்சிப் புள்ளியைக் 
கொண்ட 0 B D என்ற / ஆகக் கருதலாம் . 

இதன் உட் 
கோணங்கள் 1/2 , 1/2 , 0 ஆகும் . 

இனி , B . ஐ x- அச்சில் -1 ஆகவும் , D - ஐ X- அச்சில் 1 ஆகவும் 
மாற்றுவதாகக் கொண்டால் , 


dw 
dz 


= 4 ( z - 1 ) -1/2 


-1/2 
( z + 1 ) 

ஆகும் . 


T - 1 / 2 


1 


.. k , 


== 


T 


2 


dw 
dz 


A 
Vz- ) 


A 
im | - 22 


// 


--1A 
M1 - z 


. w = - i Asin - 1 ( z ) + B ஆகும் . 

z = 1 ஆனால் W = 1 / 2 ; z = -1 ஆனால் w = -1/2 
: 1/2 = -iAT / 2 + B 
- 1/2 - = iAT / 2 + B 

0 = 2B ; - iA = 1 . 


w = sin - 12 . 
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6 • 34 . 6-32 . - ல் ஓர் உச்சி கொண்ட முக்கோணத்தையும் ; 
6.33 - ல் இரு உச்சிகள் கொண்ட முக்கோணத்தையும் 7 தளத்தின் 
மேல் பாதியாக மாற்றினோம் . பொதுவாக Wi Wa WS: என்ற 
முக்கோணத்தை மாற்ற 


7 


--ki 


ks at + B 


A ( - ) 


-k , 
W = A 

( t - x , )) ( t - xs ) 
Z0 
என்பதைப் பயன்படுத்த வேண்டும் . இதில் 


k + k , + ks = 2 என்றும் 


T - ar 
k ; = 

7T 


என்றும் அறிவோம் 


01 , 0 , 0 , முக்கோணத்தின் உட்கோணங்களாம் . 
இதில் We- ன் பிம்பம் 0 எனக் கொண்டால் 


Z 


--ki -k . 
( t - x1 ) 

(1 - x ) dt + B 


ka 


w = 4 


20 
என இதைச் சுருக்கலாம் . 


எடுத்துக்காட்டு : - தளத்தில் உள்ள ( V3 , 3 ) ; ( 0,0 ) : ( 0.2 / 3 ) 
என்ற சமபக்க முக்கோணத்தை 2 - தளத்தின் மேல் பாதியாக 
மாற்றுக . 

T -T / 3 
இதில் ki = k , = ks = 

2/3 . 


T 


நாம் 21 , x2 , xe- ஐ - 1 , 1 , 0 ஆகக் கொள்வோம் . 


மேலும் 20 = 1 , A = 1 , B = 0 ஆனால் 


7 


-2/3 


W 


( t + 1 ) 


- 


dt ஆகும் . 


(4--1 ) -2/3 


1 


இதில் z = 1 ஆனால் w = 0 என்பது தெளிவு . 
அதாவது , x = 1 என்பது W- தளத்திலுள்ள (0,0 )-ன் பிம்பம் . 

z = -1 எனக்கொள்வோம் . ( இதை நம் விருப்பப்படி 
எடுத்துக்கொள்ளலாம் ) . 


இனி 
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- 1 < x < 1 ஆனதால் w -ஐ ( 03. 3 ) ஆகவும் , W.- ஐ ( 0.0 ) 
ஆகவும் , we . ஐ ( 0,243 ) ஆகவும் கொள்ளல் 

முறையாகும் 
( ஏனெனில் இவை -1,1,0 என்பவைகளின் பிம்பங்களாகும் ) . 

இப்பொழுது -1 < x < 1 ஆனால் 
x + 1 > 0 , வீச்சம் x + 1 = 0 , ( x - 1 | = 1 - x ; வீச்சம் x - 1 = 7 . 


dx 


. 


W 
( -1 ) 


- =v- 9= 

( - + ) ( 1-3 ) -2/9 


1 


dx 


= exp 


( 


Tri 
3 


(1 - x ) 213 


= ( 1 +1 Y ) . 243 


M3 + 13 
2/3 ஆனது சமபக்க 

சமபக்க முக்கோணத்தின் பக்கம் என்பது 
தெளிவு . 


கடைசியாக 2 = 0 ஆனால் 


. 


8 


8 


-2/3 
( x + 1 ) ( x - 1 ) 


dx ) 


dx 


8 


( - 1 ) 


1 
) 2/3 


( 
1 
) 


இதை z = -0 எனவும் போடலாம் . ( ஏனெனில் 2 - ஆனது 
முடிவிலியை x- அச்சின் 

x- அச்சின் எதிர்ப்பக்கமாக அணுகுகிறது எனக் 
கொள்ளலாம் ) 

- 0 


= 


8 


[ « +1 ) }^ 65-1)-419 4 
" - ) + «p{ *") | [I +II- 5-10-24 
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LAS 


dr 


= ( V3 + 13 ) + exp 


( * ) ( 


( x - 1 ) 


1 ) 2/3 


= V3 + 13 


(V3+i3)+ exp ( ) 

( * ) " . 
* . [ 1- ap ( - " ) ] - VI + 
" . [ 1- ( 1 - > )] - 
" . (+ + Y ) 


= V3 + i3 


= V3 ( 1 + iv3) 


ஃ wo = 243 


( z + y ) -ஐ ( 2-1 )-ன் அடுக்குகளாக விரித்தால் 


w - 1 = 1 [ (z - 1) - ( 2-1) 3 + (z - 1) -... ] 


ஃ ( 1 ) -ல் இருந்து z = 1- ல் உள்ள உச்சிக் கோணங்கள் W- தளத்தில் 
இரு மடங்காகும் . z = 1- ல் C- க்கு வெளியே உள்ள கோணம் T 
ஆதலின் C- யின் பிம்பமான C - ல் z = 1- ன் பிம்பமான w = 1- ல் 
வெளிக்கோணம் 21 ஆக இருக்க வேண்டும் . அதாவது C- ன் வால் 
பகுதி மிகவும் கூர்மையாக இருக்கவேண்டும் . 

குறிப்பு 1 : C- ஆனது | z | = 1 என்ற வட்டத்தை உள்ளடக் 
கியது . 

| z | = 1 - ன் பிம்பமானது w = -1- ஐயும் , w = 1- ஐயும் 
இணைக்கும் கோடாகும் . எனவே , C ஆனது சுருங்கி | z | = 1 
ஆனால் , C ஆனது w = -1- ஐயும் w = 1 ஐயும் இணைக்கும் நேர் 
கோடு ஆகும் . 

குறிப்பு 2 : C ஆனது ஆகாய விமானத்தின் குறுக்குவெட்டுத் 
தோற்றமாக இருப்பதால் air foil என்று அழைக்கப்படும் . 
ஜுகௌஸ்கி இதனை " aerodynamics - ல் ( வெளி இயக்க விசை 
இயல் ) பயன்படுத்தியதால் இதனை ஜுகௌஸ்கி மாற்றம் என்று 
சொல்வோம் . 
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குறிப்பு 31 C ஆனது z = 1 வழியே சென்று , zz - l- ஐ 
உட்புறமாகக் கொண்டு , அதன் மையத்தை மேல் தளத்தில் 
கொண்டுள்ள தாயும் , ( 2 | = 1 என்ற வட்டத்தினை முழுவதுமாக 
உள்ளடக்காமலும் இருந்தால் 

என்னவாகும் ? 
| 2 | = 1 - ன் பிம்பமான ( -1 , 1 ) . ஐ இணைக்கும் கோடான P Q - ஐ 
முழுவதுமாக உள்ளடக்காது . 


C ஆனது 


6.35 ஜுகௌஸ்கி ( Joukowski ) உருமாற்றம் 


C என்ற z- தளத்திலுள்ள வட்டம் z = -1- ஐத் தன் உட் 
புறம் கொண்டதாயும் , 7 = 1 வழியே செல்வதாயும் இருக்கட்டும் . 
அதன் மையம் மெய்யச்சிலிருந்தால் 

w = f { z ) = ] [ z + 1/2 ) 


என்ற மாற்றத்தால் W- தளத்தில் C- யின் பிம்பம் என்ன ? 


13 


C 


C 


Q 


QQ 


P 


P 


> X 


படம் 47 


C 


, 


P 


a 


} 


ப 


படம் 48 
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f ( z ) - 


f ( a ) + f ( a ) ( z - a ) + ... + 


* ( a ) 


( z - ar + ... 


n ! 


என்ற டெய்லர் தொடரில் f " ( a ) +0 ஆகவும் , k = 0 , 1 , 2 , 
( m - 1 ) ஆனால் ( a ) = 0 ஆகவும் இருந்தால் - தளத்தில் 
2 = a- ல் உள்ள உச்சிக் கோணங்கள் W- தளத்தில் n- மடங்கு அதி 
மாகும் என்பதை நோக்குக . 

( 1 ) 
dw 
இப்பொழுது 

= 

dz 
dw 
z = 1- ல் 

dz 

= 0 ஆகையால் z = 1 ஒரு சிறப்புப் புள்ளியாகும் . 


பயிற்சி 6. ( இரண்டாம் பாகம் ) 


1. சுவார்ட்ஸ் கிறிஸ்டோஃபல் உருமாற்றத்தை 


1 


a 


2 


an 


1 


-1 

-1 
T 

T 
( z - x , ) 


ள 


W = 4 


( z - x ) 


{ z - xn ) 


dz + B 


Z0 


( 1 ) 


என எழுதலாம் என நிரூபி . 


k 
இதில் A = 

எனக் கொண்டு , xx + 0 ஆனால் 
an - 1 

( -- x . ) T 
கடைசிக் காரணி 1 ஆகிறது என நிரூபி . 


2. W- தளத்திலுள்ள ஒரு பலகோணத்தை t- தளத்திலுள்ள 
அலகு வட்டமாக மாற்று , வினா 1 - ல் உள்ள மாற்றம் , பல 
கோணத்தை 2.தளத்தின் மேல் பாதியாக்கும் . 


i - 2 

அல்லது 2 = 1 
i + z 


( 1 - t ) 
( 1 + 1 ) 


அதை அலகு வட்டமாக்கும் . 
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x1 , xa .... - என்பவை 1.12 ..... tn ஆனால் 


1-1 ( I - t ) 
z 

i 

1 + t ( 1+ ) 
மேலும் dz = -2i dt / ( 1 + t ) ஆனதால் 


(1+ ) - 


ஆகும் . 


கு 


an 


-1 


-1 

dt + B 


என்பது வேண்டிய மாற்றமாகும் . 


3. W- தளத்தில் PQR என்ற A உள்ளது . P என்பது 
( 0,0 ) ; Q ஆனது ( 1,0) . / RPQ = a ; / RQP = B. இப்பொழுது . 
P- ஐ ஆதியாகவும் , - வை 1 ஆகவும் , R- ஐ - ஆகவும் மாற்றும் 
உருமாற்றத்தைக் கண்டுபிடி . 


விடை 


r ( 19 ) 
r(4)r (6 ) *--- 


AE 


* 


dt . 


என்ற 


4. a என்பது மெய்யெண் . | z - a | = 1 + a 

1 
வட்டத்தை எடுத்துக் கொள் . ( a > ) . w = z + 

என்ற 
மாற்றத்தினால் 


- 


2 


சமச்சீரான 


( i ) W- தளத்தில் U- அச்சைப் பொறுத்துச் 
வளைகோடு கிடைக்கும் . 


( ii ) 2 = -1 ஆனால் 


dw 

= 0 ; 
dz 


daw 
dz | 


# 0 . 


( iii ) w = -2- ல் ஏற்படும் கோணம் ஏறத்தாழ 21 ஆகும் 
என்றும் நிரூபி . 


இது ஒரு ஜுகௌஸ்கி மாற்றம் என்பதைப் படம் வரைந்து 
காட்டு . 


. 
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3 


3mi 
4 


5. W = exp 


Ś 


(1 + 1 ) -3/4 ,-1/2 - 1 ) 


-3| at 


0 


என்ற மாற்றத்தால் கிடைக்கும் முக்கோணத்தின் உச்சிப்புள்ளிகள் 
ib , 0 , b என நிரூபி . இதில் 2b = B ( 1 , 1 ) என்றும் நிரூபி . 


Z 


6. w = ( +1 ) 

( 1 + 1 ) -1/2 - 1/2 (x-1) -1/2 * 


0 


என்ற மாற்றம் : - அச்சை ib.0.b.b + ib- ஐ உச்சிப் புள்ளிகளாகக் 
கொண்ட சதுரமாக மாற்றுகிறது என நிரூபி . 
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Analytic function 
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அறவொருங்கள் 
பகுமுறைச் சார்பு 
வீச்சம் 
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Branch point 
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கிளை வெட்டு ( அல்லது பிளவு ) 
கிளைப்புள்ளி 
C 


--- 


Closed contour 
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Contour integral 
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அடைத்த அரங்கம் 
கலப்பெண் 
கோணம் மாறா ( உரு ) மாற்றம் 
தொடுக்கப்பட்ட அரங்கம் 
வளை கோட்டு வழித் 

தொகையீடு 


-- 


--- 


ப 


Derivative 


வகைக்கெழு 


E 


Entire function 
Exponential function 


பூரணச் சார்பு 
அடுக்குக் குறிச் சார்பு 
H 


Harmonic function 
Harmonic conjugate 


இசைச் சார்பு 
இசை இணை 


I 


Indefinite integral 


-- 


வரையறுக்கப்படாத 

தொகையீடு 
முடிவிலிப் புள்ளி 


Infinite point 
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Interior point 
Inverse points 
Isogonal mapping 


உட்புறப் புள்ளி 
நேர்மாறான புள்ளிகள் 
கோண அளவு மாறா மாற்றம் 


J 


Jordan arc 
Jordan curve 


ஜார்டன் வில் 
ஜார்டன் வளைகோடு 


L 


Limit point 


எல்லைப் புள்ளி 


MM 


Maximum Modulus Theorem 
Minimum Modulus Theorem 
Multiple valued function 
Multiply connected domain 


உச்ச மட்டுத் தேற்றம் 
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N 


Neighbourhood 


- 


சுற்றுப்புறம் 
O 


One - to - one correspondence 
Order of poles 


ஒன்றுக்கொன்று இசைவு 
துருவங்களின் தரம் 
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Power series 
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Residue Theorem 
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Singular points 

--essential 
isolated 
-removable 
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U 


ம 


Uniform convergence 
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